
PRSPRS

Process Rewrite Systems
czyli

jak uogólnić sieci Petriego 
i automaty stosowe



BisymulacjaBisymulacja

● Jedna z definicji równowa no ci automatów/ż ś
gramatyk

● Silniejsza ni  równo  j zyków ż ść ę
generowanych (mo e by  równo  j zyków ż ć ść ę
przy braku równo ci bisymulacyjnej)ś

● Bierze si  z semantyki, nie syntaktyki – ę
sprawdza równo  z punktu widzenia ść
obserwatora



BisymulacjaBisymulacja

● Bisymulacja jest relacj  mi dzy stanami ą ę
jednego i drugiego automatu

● Taka relacja jest bisymulacj , je li istnieje ą ś
strategia wygrywaj ca dla drugiego gracza ą
w nast puj cej grze:ę ą
● Mamy dwa automaty z etykietowanymi 

przej ciami, ustawionych na stany b d ce ś ę ą
w relacji

● Pierwszy gracz wybiera jeden z automatów 
i ruch



Bisymulacja c.d.Bisymulacja c.d.

● Drugi gracz musi w drugim automacie wykona  ć
ruch o takiej samej etykiecie, który ko czy si  w ń ę
stanie b d cym w relacji z tym na którym ę ą
ko czy  si  ruch pierwszego graczań ł ę

● Pierwszy gracz wygrywa je li mo e doprowadzi  ś ż ć
do stanu w którym drugi gracz nie mo e ż
wykona  ruchuć

● Drugi gracz wygrywa je li pierwszy gracz nie ś
mo e wykona  ruchu do stanu, którego jeszcze ż ć
nie odwiedził



Przyk adyłPrzyk adył



Automat ze stosemAutomat ze stosem
(Pushdown Automaton - PDA)(Pushdown Automaton - PDA)

● Sko czony zbiór stanów Pń
● Sko czony zbiór symboli stosowych Sń
● Sko czony alfabet Ań
● Sko czony zbiór przejń ść
● Stan pocz tkowy a_0ą
● Akceptujemy pustym stosem
● Mo e by  deterministyczny (DPDA), lub nież ć



Co mo nażCo mo naż

● Rozpoznawa  j zyki bezkontekstowe (PDA) ć ę
lub deterministyczne j zyki bezkontekstowe ę
(DPDA)

● Sprawdza  warunek stopu (czyli istnienie ć
cie ki w odpowiednim grafie przej )ś ż ść

● Sprawdza  równo  j zyków generowanych ć ść ę
przez DPDA (wynik z 1997)

● Sprawdza  równowa no  bisymulacyjnć ż ść ą



Czego nie mo nażCzego nie mo naż

● Sprawdzać równości języków dla ogólnych 
PDA

● Sprawdzać zawierania języków
● Sprawdzić pełności języka
● Znaleźć przecięcia języków



Bisymulacja a równo  j zykówść ęBisymulacja a równo  j zykówść ę

● W przypadku automatów (gramatyk) 
deterministycznych równowa no  ż ść
bisymulacyjna jest tym samym co równo  ść
j zyków generowanych przez automatę

● Bisymulacja jest w a ciw  definicj  równo ci ł ś ą ą ś
automatów dla przypadków 
niedeterministycznych



NotacjaNotacja

● Stan automatu ze stosem mo emy ż
przedstawia  jako:ć
●  aX, gdzie a to jest stan w którym si  ę

znajdujemy, a X jest aktualnym stosem
● Przej cia mo emy przedstawia  jako:ś ż ć

● a.x -b-> c.Y, gdzie a j.w., x jest aktualnym 
wierzcho kiem stosu, b jest wczytanym ł
symbolem (by  mo e ć ż ε), c jest nowym stanem, a 
Y jest nowym wierzcho kiem stosu (nie ł
koniecznie pojedynczym znakiem)

● „.” jest cznałą



Sieci PetriegoSieci Petriego

● Sko czony zbiór stanów Pń
● Sko czony zbiór zdarze  Sń ń
● Sko czony zbiór przej  mi dzy stanami, a ń ść ę

tranzycjami lub vice versa A



Przyk adłPrzyk adł



Co mo nażCo mo naż

● Sprawdzi  warunek stopu (osi galno ci)ć ą ś
● Sprawdzi  czy ka de obliczenie sieci jest ć ż

sko czoneń



Czego nie mo nażCzego nie mo naż

● Sprawdzi  równowa no ci w sensie ć ż ś
bisymulacji

● Sprawdzi  równo ci j zykówć ś ę
● Sprawdzi  zawierania j zykówć ę



NotacjaNotacja

● Przej cia mo emy zapisywa  jako:ś ż ć
● X|X|Y -a-> A|B|A – gdzie ka da sta a odpowiada ż ł

znacznikowi w odpowiadaj cym jej stanieą
● „|” jest czne i przemiennełą
● „a” jest oznaczeniem przej ciaś



CiekawostkaCiekawostka

● Je li w PDA z lewej strony przej cia ś ś
pozwolimy na wyst powanie wi cej ni  ę ę ż
dwóch symboli, to nie zwi kszy si  moc ę ę
automatu.
● Mo emy kodowa  ci gi symboli nowymi znakami ż ć ą

dorzucanymi do alfabetu stosowego
● Je li co  analogicznego zrobimy dla prostych ś ś

sieci Petriego, to dostaniemy co  istotnie ś
innego – MSA (multiset automaton)



UogólnienieUogólnienie

● B dziemy u ywa  zarówno „.” jak i „|”.ę ż ć
● Wprowadzimy klasy wyra e :ż ń

● 1 – wy cznie sta e (X, Y,...)łą ł
● P (parallel) – termy z „|” (np. X|(Y|Z))
● S (sequential) – termy z „.” (np. X.(Y.Z))
● G (general) – termy z „|” lub „.” (np. X.(Y|Z))

● X,Y,... b d  oznacza  sta e, a t_0,t_1,... ę ą ć ł
termy nad tymi sta ymił



Przej ciaśPrzej ciaś

● Nasz uogólniony system ma sko czenie ń
wiele przej  postaci t_1 -a-> t_2ść
● rodzin  przej  oznaczamy ę ść ∆

● Mamy w asno ci:ł ś
● je li (t_1 -a-> t_1'), to t_1|t_2 -a-> t_1'|t_2ś
● je li (t_1 -a-> t_1'), to t_1.t_2 -a-> t_1'.t_2ś



KlasyKlasy

● Mo emy rozró nia  klasy po lewych i ż ż ć
prawych stronach relacji ∆ = {(α,β)}

● Je li ś α  jest bardziej ogólne, lub 
nieporównywalne z β, to nasza relacja nie 
ma sensu

● W zwi zku z tym mo emy wyró ni  istotne ą ż ż ć
klasy: (1,1), (1,S), (1,P), (1,G), (S,S), (P,P), 
(S,G), (P,G), (G,G)

● (G,G) nazywamy ogólnym PRS



HierarchiaHierarchia

● atwo wida , e (1,1), to nic innego jak Ł ć ż
automaty sko czoneń

● (1,S) odpowiada gramatykom 
bezkontekstowym w postaci normalnej 
Greibacha

● (S,S) zawiera automaty ze stosem, je li ś
zastosujemy wprowadzon  notacją ę

● (P,P) przy wprowadzonej notacji, to sieci 
Petriego



Hierarchia na rysunkuHierarchia na rysunku



cis o  heirarchiiŚ ł śćcis o  heirarchiiŚ ł ść

● Wiadomo, e z punktu widzenia równo ci ż ś
j zyków cis o ci nie ma, bo (S,S) [PDA] i ę ś ł ś
(1,S) [gramatyki bezkontekstowe] s  tym ą
samym

● Je li bierzemy pod uwag  równowa no  ś ę ż ść
bisymulacyjn  cis o  hierarchii jest i ą ś ł ść
potrafimy odró ni  np. (S,S) od (1,S)ż ć



BPA != PDABPA != PDA



Osi galno  dla PRSą śćOsi galno  dla PRSą ść

● Dla automatów ze stosem jak i sieci Petriego 
mo na sprawdzi  czy ze stanu A da si  doj  ż ć ę ść
do stanu B

● Okazuje si , e w przypadku ogólnego PRS, ę ż
ten problem tak e jest rozstrzygalny, a ż
dowodzi si  to redukuj c problem w ę ą
przypadku ogólnym do przypadków 
szczególnych



Szkic dowoduSzkic dowodu

● Definiujemy posta  normaln  PRS jako tak , ć ą ą
gdzie w przej ciach wyst puje z o enie co ś ę ł ż
najwy ej dwóch sta ych i to co najwy ej po ż ł ż
jednej stronie
● X|Y -> Z, X -> Y|Z, X -> Y
● X.Y -> Z, X -> Y.Z, X -> Y



NormaNorma

● wielko ci  termu nazywamy:ś ą
● s(X) = 1
● s(t_1 | t_2) = s(t_1) + s(t_2) + 1
● s(t_1.t_2) = s(t_1) + s(t_2) + 1

● norm  przej cia definiujemy:ę ś
● d(t_1 -> t_2) = size(t_1) + size(t_2)

● przez k_i oznaczamy liczb  przej  wielko ci ę ść ś
i nie b d cych w postaci normalneję ą

● norm  ą ∆ nazywamy (k_1,k_2,...,k_n)



Ka dy PRS mo na sprowadzi  do ż ż ćKa dy PRS mo na sprowadzi  do ż ż ć
postaci normalnejpostaci normalnej

● Je li norma ś ∆  = 0, to ∆  jest w postaci 
normalnej

● Je li norma ś ∆  != 0, to we my najwi ksze ź ę
niezerowe k_i i przej cie ś δ : n(δ) = i.

● Poprawmy δ, tak eby mia o mniejsz  normż ł ą ę
● Je li zawsze potrafimy to zrobi , to w ko cu ś ć ń

wyzerujemy norm  ę ∆, czyli sprowadzimy 
PRS do postaci normalnej



Normalizacja PRSNormalizacja PRS

● Dla δ we my term t nie b d cy staź ę ą łą
● Zamie my wszystkie wyst pienia t w ń ą ∆ przez 

now  zmienn  Xą ą
● Dodajmy dwa nowe przej cia: t -> X i X -> tś
● Tym samym zmniejszyli my norm  ś ę ∆,

zwi kszaj c liczb  przej  w ę ą ę ść ∆ o dwa
● Nowe regu y trzeba stosowa  w dobrej ł ć

kolejno ci, ale to nie przeszkadza w badaniu ś
osi galno ci stanuą ś



Kluczowy lematKluczowy lemat

● Je li ś ∆ jest PRS w postaci normalnej i istniej  ą
sta e X i Y, takie e Y jest osi galny z X, ale ł ż ą
w ∆  nie ma przej cia X -> Y, to ś ∆  zawiera 
sta e X' i Y', takie e ł ż ∆  nie zawiera przej cia ś
X' -> Y', ale Y' jest osi galny z X' po cie ce ą ś ż
sk adaj cej si  wy cznie z przej  jednego ł ą ę łą ść
rodzaju (równoleg ych lub sekwencyjnych)ł



Dowód lematuDowód lematu

● Wybieramy X' i Y', takie eby przej cie z X' ż ś
do Y' by o najkrótsze mo liwe w ł ż ∆

● Poka emy, e jest to przej cie jednego typuż ż ś
● Za ó my, e zawiera dwa ró ne rodzaje przej  i ł ż ż ż ść

poka my, e potrafimy wskaza  krótsz  cie k  ż ż ć ą ś ż ę
mi dzy jakimi  sta ymi X'' i Y''ę ś ł



Jeden z przypadkówJeden z przypadków

● Za ó my, e ostatnim nietrywialnym przej ciem ł ż ż ś
(innej postaci ni  A -> B) jest przej cie ż ś
równoleg e.ł

● Wcze niej wyst puje jakie  przej cie ś ę ś ś
sekwencyjne X1 -> X2.X3

● X2 musi si  kiedy  zako czyę ś ń ć
● Musi istnie  X4 takie, e X2.X3 -...-> X4ć ż
● Czyli mamy przej cie X1 -...-> X4 krótsze ni  ś ż

nasze badane, co przeczy za o eniuł ż



Ostateczny algorytmOstateczny algorytm

● Zrób ∆ w postaci normalnej
● Dla ka dej pary sta ych X i Y, takich e Y jest ż ł ż

osi galne z X wy cznie po przej ciach ą łą ś
sekwencyjnych (czyli tak jak w automacie 
stosowym), albo po przej ciach równoleg ych ś ł
(jak w sieciach Petriego) dodaj przej cie z X ś
do Y do ∆

● Powtarzaj a  nie b dzie co poprawiaż ę ć



Dzia aniełDzia anieł

● W tak skonstruowanym ∆, eby sprawdzi  ż ć
czy ze stanu A da si  doj  do stanu B ę ść
wystarczy zobaczy , czy istnieje kraw d  z A ć ę ź
do B.

● Z o ono  algorytmu jest rz du n^4, gdzie n ł ż ść ę
jest z o ono ci  algorytmu sprawdzaj cego ł ż ś ą ą
osi galno  dla sieci Petriego lub automatu ą ść
stosowego


