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Relacja REX XY XZ

Alicja zna tylko xe X
Bob znatylko yeY

Zadanie
obliczy¢ z€ Z takie , ze(x,y,z)ER



Definicja

Protokot Poblicza relacje R, jezeli dla wszystkich
poprawnych danych wejsciowych(x, y)€ X XY
protokot osiqga lisc etykietowany wartosciq z€Z
takq ,ze(x,y,z)ER.



Definicja

D (R)—deterministyczna ztoZonosé komunikacyjna relacji R :
liczba bitow przestanych przez najlepszy protokol
obliczajqcy relacje Rw przypadku najgorszych

danych wejsciowych (legalnych bqdz nie).

Kosztem protokotu jest wysokosc drzewa.



Definicja

AX B jest monochromatycznym prostokqtem
(wodniesieniu dorelacji REX XY X Z),
jesliistnieje taka wartosc z€ 7,

zedla kazdej pary(x,y)S AXB
albo(x,y,z)€Ralbo(x, y) jest niepoprawna.
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Przyktadowy podziat




Twierdzenie

Kazdy t — bitowy protokot P obliczajqcy relacje R
indukuje podzial zbioru X XY na co najwyzej

2 "monochromatycznych prostokqtow.



Przykiad

Rz[(x y,m):IxNy|l—nl12 < m<|xNy|l+nl12, x, yS {1,2..,71}}

Pokazemy ,ze D(R)=Q(n)
poprzez wykazanie , Zeistnieje

zbiér oszukujqcy rozmiaru t =2



Rozwigzanie:

S..8,, ..., St—losowe podzbiory Zbioru{l, 2, ..., n}

Rozpatrujemy pary wejsc :
(S,,5,).(5,.8,),....(5,.S,)

Przy takim wyborze zbiorow , ze :

S,NS |>nl6 Vi)

zadne z tych par nie mogq by¢ w tym samym
monochromatycznym prostokqcie.



R=[(x,y,m):|xﬂy|—n/12 <m<|xNy|+n/12, x,yE{l,Z..,n}}

(Sl.,S’l.,m)ER=>m<n/12, poniewaz ‘Siﬂgi‘=0
(Si,gj,m)ER,i¢j3m>n/12, poniewaz ‘Siﬂgj‘>n/6 dlai# j

SI' S2' S3 St'

S1

S2
m>=n/12

<n/12

m>=n/12

St




Taki wybor istnieje.

AN Sj—losowe podzbiory zbioru{1,2..., n|
Z —zmiennalosowaowartoscil, gdyk€S ike 5,10 wpp.

E[Zk]z1*Pr(Zkz1)—I—O*Pr(Zk=O)=Pr(kESl./\kESj)=1/4

Karzystajqc z nierownosci Chernoffa otrzymujemy :

Zz In—1/4

k=1

>1/12]<1/2"

ZZ <nl6|<

dla pewnej stalej c.

Pr[‘SiﬂSj‘<n/6]< 1/27 dla pewnej stalej c.



Pr(‘Siﬂgj‘<n/6)<t2*2_cndla pewnych i, j

dlat=2"""" mamy

Pr(‘Siﬂfj‘<n/6)<l dla pewnych i, j
ZatemPr(|Siﬂ§j‘>n/6)>O Yi,j
stqd istnieje t = 22U Zhioréw S takich, ze pary
(S,.5,).(S,.S,),....(S ,S )muszq nalezec¢

do roznych prostokqtow monochromatycznych.



Przyktad

Relacja uniwersalna
U={(x,y,i):x€{0,1 ", y€(0,1 |",i€(l,2,...,n],x,#y]

pary (x, x)sq niepoprawnymi danymi wejsciowymi

D(U)<n+logn
Alicja wysyta x do Boba. Bob znajduje odpowiedni indeks.

D(U)>D(NE)-2 =n—1,
gdzie NE(x,y)=|x#y]|



Zakiadajqc , ze mamy protokot P, obliczajqcy U
konstruujemy protokot dla NE w nastepujqcy sposob :

— Alicja i Bob korzystajqc z protokotu P,
dla danych wejsciowych (x, y)

— jezeli P,, nie zwréci wyniku i€(1,2,...,nj,

wtedy wynikiem jest O

—jez'eliPU zwroci jako wynik iE{l, 2,..., n}
wtedy Alicja przesyta do Boba x
Bob zwraca 1l jezelix #y.,0 wpp.



—XFY
protokot P, gwarantuje zwrocenieitakiego ,ze x, #y,

zatem wynikiem konstruowanego protokotu bedzie 1

—x=y
protokot P, moze zwroci¢0 lubi€{l,2,...,n|

wynikiem konstrukowanego protokotu bedzie(

D(U)=D(NE)-2=n—1



Przyktad

X=(xx,.x :Vix€l0,1}, (D, x)mod2 =0

i=1

Y={y,y,..y :Viyelo,1}, (D, y)mod2 =1}

i=1
Relacja parzystosci :

P=\{(x,y,i):x€X,yeY,i€e{l2..,n},x.#y|

takie indeks zawszeistnieje, poniewaz x#y(XNY =)

Pokazemy ,ze D(P)<2logn



Alicjai Bob binarnie wyszukujq i takiego , ze x # y .

W kazdym kroku :
— Alicjai Bobmajq przedziat| j, k| taki,
zZe parzystosci X X 1Y ..y, 84 rozne
—[:=(j+k)/2
— Alicja wysyta do Boba parzytosé x ....x (1 bit)
Bobwysyta do Alicji parzystos¢ y, ... y,(1 bit)
— jezeli parzystosci sq rozne,
to ustawiajq k =1 i kontynuujq
— jezeli parzystosci sq rowne , to wnioskujq ,
ze parzystoscix, ..xX, Ly,  ..y,sqrozne

wiec ustawiajq j=1+1 i kontynuujq



P wykonuje logn krokow.

W kazdym kroku przesytane sq 2 bity
i kiedy zbior jest jednoelementowy ,
indeks j=k jest szukanym indeksem.

Jest to najlepszy mozliwy protokot dla P.



Lemat

Niech X , Y bedq roztqcznymi podzbiorami{0,1 |",
C={(x,y):x€X,yeY, d(x,y)=1},

gdzied (x, y)—odlegtos¢ Hamminga miedzy xi y
iR={(x,y,i):x€X,y€Y  x#y |

wtedy

liczba podziatow R spetnia nierownosc :

CP(R)=(|C|)" /| x|*]Y



Dowodd

R ,R,,..., R, —monochromatyczne prostokqty
(dla relacji R) optymalnego podziatu X XY
m_.—ilosc C —elementow nalezqcych do R.

‘Rl,‘ —ilosc¢ elementow w prostokqcie R.

Zachodzq rownosci :

t
Cl= 2 |m]
i=1

t

> R |=IX|x|Y]

i=1



2
‘RJ? m;

W kazdym rzedzie xi w kazdej kolumnie y prostokqta R.

znajduje sie conajwyzej jeden C — element.



J —wynik odpowiadajqcy prostokqtowi R,

Wszystkie y — ki w prostokqcie R, rozniq
sieod x na j—tym bicie.
Jezeli(x,y)eC tod(x,y)=1,

zatem x 1 y rozniq sie na doktadnie
jednym bicie, j—tym bicie.



t t
(Z ml.)2 <t*z ml2 (nierownosé Cauchy — Schwartz)
i=1 i=1

(3 m? <tx Y |R]
i=1 i=1

t
t+ D |R|=t*|X|*|Y]
i=1

Otrzymujemy :
t=(|C) /| x|*Y



Relacja parzystosci :
P={(x,y,i):x€X,yeY i€{l2,...,n|, x.#y|

spetnia zalozenia powyzszego lematu.

Zachodzq rownosci :
[ x|=]y|=2""
ICl=n*2""" (VxeXd(x,y)=1 =>yeY)

Na mocy lematu otrzymujemy :
C”(R)=(ICl)" /| x|*]Y
CD(R)>n2*(2(n—1))2/(2(n—1))2 _ 2
stqd D(R)=2logn



Przyktad

Relacja uniwersalna :
U={(x,y,i):x€l0,1 ", ye{0,1",i€{l1.2,...,n},x.#y.|

l l

R(U)=0(logn)



Alicjai Bob podejmujq t prob :
—wybierajq losowy ciqg r€{0,1 |
— Alicja wysyta do Boba iloczyn skalarny <x,r> (1 bit)
— Bobwysylta do Alicjiiloczyn skalarny <y ,r> (1 bit)
—jezeli<x,r># <y,r >, toograniczajq swoje ciqgi
dotych bitowi, na ktorychr =1
Parzystosci otrzymanych ciqgow sa rozne.
Korzystajq z (deterministycznego ) wyszukiwania binarnego
do znaleznieniaitakiego ,ze x # y ..
Protokot zwraca jako wynik indeks 1.
— jezeliwt probach ponoszq porazke przy wyborze
ciqgurtakiego ,ze<x,r># <y,r >, tozwracajq
dowolny indeks i

Liczba wymienionych bitow wynosi 2t + O (logn)



Prawdopodobieristwo bledu wynosi 2™,
poniewaz dla x # yidla losowego ciqgur €0, 1 }"

Pr(<x,r>#<y,r>)=Pr(<|x—y|,r>#0)=1/2

Dla t=logn otrzymujemy ztozonos¢ O (logn)
z prawdopodobienstwem bledu 1/n.



Przyktad

Relacja monotoniczna :
M=\(x,y,i):x€{0,1}", y€(0,1}",i€(l,2,...,n],x.=1, y.=0 |
( pary , dla ktorych takie i nieistnieje sq nielegalne)

D(M )<n+logn
analogicznie dorelacji U

D(M)=D(DISJ)—2 =n—1,
gdzie DISJ jest funkcjq roztqcznosci



Zaktadajqc , ze mamy protokot P, obliczajqcy M

kontruujemy protokdt dla DISJ w nastepujqcy sposob :

— Bob konstruuje ciqg y ' spetniajqcy warunek :
Viy'=1-y.(Jix,=y=1 <3Jix =1, y'=0)

— Alicja i Bob korzystajqc z protokotu P,, dla(x,y")
otrzymujqc wynik i

— Alicja przesyla do Boba x.

— jezeli faktyczniex =11y ' =0, to BobzwracaO,

wpp. zwraca 1



—xNy#L
protokot P, gwrantuje zwrocenie indeksu i takiego ,

zex.=11iy' =0, wiec wynikiem bedzie(

—xNy=48
niezaleznie od wyniku zwroconego przez P,
wynikiem bedzie 1, poniewaz Alicja przesyta x,

do Boba , ktory dokonuje sprawdzenia

D(DISJ)<D(M)+2
D(M)=D(DISJ)—2 =n—1



Przykiad

Relacja parami roziqczne :

n=3m
X={P:P={(x1,yl) NET )'Vixi,yi€{1,2,...,n},Vixl.;éyl.,Vi,j,i;éjxl.#xj}}
Y=[S:Sc(1,2,. |S| 1

PR={(P,S,i):PeX,S€EY ,i—ta para P nie ma elementu ze zbioru S |
(definicje zbiorow Pi S zapewniajq istnienie takiego i)

D(M)=Q(m)



M'={(P,S,i)eM:V(x,,y )EP ~(x, €SNy ES)

M "otrzymalismy z M dzieki ograniczeniu danych
wejsciowych , zatem jest to prostszy problem,
stqd :

D(M "\<D(M)



Rozwazmy nastepujqcy problem :

Bob zna zbior S (tym razem rozmiaru m)
Alicja zna zbior P

okreslone jak wrelacji M ', tzn. Zadna para
z P nie zawiera dwoch elementow ze zbioru S

Zadanie :
Obliczy¢ funkcje czesciowq f takq , ze:
—f(P,S)=0

jezeliw P jest para, ktora nie ma elementu z S
—f(P,S5)=1

jezeli kazda paraw P ma doktadnie jeden element z S



Zaktadajqc , ze mamy dany deterministyczny protokol P,
obliczajqcy M ', konstruujemy randomizowany protokot P py
ktory oblicza f ze ztozonosciq D(M ')+ logn

i ktory popetnia blqd z prawdopodobienstwem co najwyzej
1/2 ( popetnia biqd tylko wtedy , gdy wynikiem jest0).
Dwukrotne wykonanie redukuje prawdopodobienstwo

bledudo1/4.



BOB ALICJA MONETA

S P
i S*=8\{x}
x=min S
S *
|S*=m-1 IL
. losowe permutacje
lH i {1,2...n}

I
\P:n/

-

I1(x) nalezy do
i-tej pary P' WPP-



—f(P,§)=1
tzn. kazda para P ma doktadnie jeden element z S.
Po usunieciu x ze zbioru S jest doktadnie jedna
para p.'w P’ ktora nie ma elementu ze zbioru S’

orazIl (x)€p.’.
Wynikiem protokotu P, ,bedzie dokiadnie ten

indeks i, zatem w tym przypadku Alicja
zawsze poda poprawnq odpowiedz 1.



—f(P,S)=0
tzn. istnieje co najmiej jedna paraw P,
ozn. p, , ktora nie ma elementu z §

— X nie jest elementem zadnej pary z P,
zatem Il (x ) nie jest elementem Zadnej

pary P’ ,wiec Il (x)nie jest elementem
[ —tej pary znalezionej przez protokot P,

Alicja zawsze poda poprawnq odpowiedz 0

—Xx jest elementem p,€ P
wtym przypadku protokol P, . podaje
bltedny wynik z prawdopodobienstwem
conajwyzej 1/2



x jest elementem pary p,€ P

W tym przypadku istniejq co najmniej dwie

pary p, ., p,€P’, ktore nie majq elementu S ' .

Protokot P,z prawdopodobieristwem co najmniej 1/2
znajduje pare, ktora nie zawiera Il (x), poniewaz

istnieje roznowartosciowe przeksztalcenie,

ktore dla kazdej pary permutacji Il , T przyporzadkowuje
parelIl ', T 'takq , ze otrzymane zbiory (P ', S ') sq takie same,
ale Il (x)i Il '(x)nalezq do réoznych par P'.

Permutacje sq losowe , zatem niezaleznie od wyniku i
otrzymanegodla(P', S ')z prawdopodobierstwem co najmniej
1/2 element I (x)nie nalezy doi—tej pary P'.






Lemat

R (DIST)<R™(f),

1/4 1/4

gdzie DISJ jest funkcjq rozlqcznosci
dla danychwejsciowych z{0,1 }"x{0,1 }"

Zakladajqc , Ze mamy protokot P p obliczajqcy f

skonstruujemy protokot dla DISJ majqcy takq samq
ztozonosc i prawdopodobienstwo bledu.



— Alicja znajqc x €10,1 |" konstruuje zbior
P= {(3l—xi—1, 3i):1 <i<m}

— Bob znajqc y€10,1 |" konstruuje zbior
S= {3z—y 1 <i<m]

— Alicjai Bob korzystajq z protokotu P P
dla danych wejsciowych(P, S)



—DISJ (x,y)=0
xNy#k=dix,=y =1
p,=(3i—23i),s=3i—1
Vi#js &p,
zatem p nie ma elementu z S,

P zwrociw tym przypadku O

—DISJ (x,y)=1
xNy=0=Yi(y,=0)V(y,=1 Ax,=0)
Vi(s,=3i)V(s,=3i—1 Ap,=(3i—1,3i))
VisE€p.
kazda para ma element z S,

P P zwroci wartosc 1

Prawdopodobienstwa sukcesu protokotow
P i protokotu dla DISJ sq takie same.



R =Q(m)

1/4

D(M)=D(M")
D(M "=Q(R" (f)—logm)=Q (R (DIST)—logm)=Q (m)

1/4 1/4



