Entropia to wielkos¢ okreslajaca liczbe bitow informacji zawartej w
danej wiadomosci lub zrodle. Speinia ona trzy naturalne warunki:

e /(s) jest malejaca funkcja prawdopodobienstwa zajécia zdarzenia s.
e [(s) =0 gdy s jest pewne, czyli P(S = s) = 1.

o [(s,t) = I(s)+ I(t), gdy s it sg zdarzeniami niezaleznymi, np.
kolejnymi sygnatami emitowanymi przez zrodto bez pamieci.



Dla pojedynczego zdarzenia s; o prawdopodobienstwie p; definiujemy
entropie jako
I(si) = —logp;.
Podstawa logarytmu jest dowolna, bo

logex =log,7r - log, @,

czyli w wyniku zmiany podstawy nastepuje tylko przeskalowanie en-
tropii o stata. Zazwyczaj przyjmuje si¢ jako podstawe liczbe znakow w
alfabecie, w naszym wypadku bedzie to 2.

Dla zrédta S, ktére emituje znak s; z prawdopodobienstwem p; mozemy
okresli¢ srednia entropie

1
H(S) =< pil(si) =<pilog .

? Pi



Dzis zajmiemy sie sytuacja, w ktorej informacja jest przekazywana
od zrodia do odbiorcy przez kanat, ktory niekoniecznie jest wolny od
zaklocen. Zakladamy istnienie zréodia A emitujacego znaki s; z praw-
dopodobienstwem p; (jak wyzej), kanatu I', przez ktory przeptywa infor-
macja 1 ktory by¢ moze ja deformuje deformuje oraz wyjscia B.
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Przyktady:

Binarny kanal symetryczny (BSC) przyjmuje bit zero lub jeden i z
prawdopodobienstwem P przekazuje go wiernie, a z prawdopodobienst-
wem P = 1 — P przekazuje bit przeciwny.

Binarny kanat z kasowaniem (BEC) przyjmuje bit zero lub jeden i z
prawdopodobienstwem P przekazuje go wiernie, a z prawdopodobienst-
wem P = 1 — P przekazuje informacje o btedzie.



Aby opisac dziatanie kanatu uzywamy macierzy P; ;. Liczba P ; (praw-
dopodobienstwo w przdd) to prawdopodobienstwo tego, ze zostanie prze-
kazany znak b;, jesli nadany zostal znak a;. Obrazuje to sytuacje, w
ktorej znajduje sic nadawca, ktory wie, co nadat, a nie wie, co wyjdzie.

Uzywa si¢ tez prawdopodobienstw w tyl, czyli macierzy @); ;. Liczba
(i j oznacza prawdopodobienstwo, ze nadany zostat znak a;, jesl ode-
brany zostal znak b;. Obrazuje to sytuacj¢, w ktorej znajduje si¢ odbiorca
— wiemy, co przyszto 1 zastanawiamy sie, skad to sie wzielo.

Trzecim rodzajem prawdopodobienstw sa prawdopodobienstwa tgczne,
opisane w macierzy R; ;. Liczba R; ; opisuje prawdopodobienstwo tego,
ze zostanie wystany bit a;, a odebrany b;. Obrazuje to sytuacje nieza-
leznego obserwatora, ktory nic nie wie.

Liczby P ; sa wlasnosciami wewngtrznymi samego kanatu, natomiast
(); i oraz R; ; zalezg rowniez od zrddia.
3J J



Przykiadowo rozwazmy kanal BSC z parametrem P = 0.8, w ktérym
nadawca nadaje 0 z prawdopodobienstwem p = 0.9. Wtedy:

Foo= P11 =038, Fy1 = P =0.2.
Qoo ~ 0.973, Q19 ~ 0.027, Qo1 ~ 0.692, ()11 ~ 0.308.

Ryg=0.72, Ry1 = 0.18, R19g = 0.02, R11 = 0.08.



Interesuje nas, ile informacji traci sie przy przekazie. Mozemy policzy¢
entropie wejscia i entropie wyjscia. Mogloby sie wydawac, ze wystarczy
odjac¢ od pierwszej liczby druga 1 dostaniemy wynik. Niestety — nie jest
tak tatwo.

Przyktadowo dla BEC wida¢ wyraznie, ze wsrdéd informacji, ktore
otrzymujemy na wyjsciu nie sg tylko te zwigzane ze zrodiem, ale tez
nowa informacja, czy nastapit btad, ktéra wplywa na entropie (zwieksza
ja), natomiast nie daje nam informacji o zrodle.



Definiujemy zatem entropie warunkowa. Méowi ona, ile nieznanej nam
jeszcze informacii zawiera jeszceze zrodlo A, jezeli juz odezytaliSmy wyjs-
cie b;.

1
H<A’b ) = ZQZ] 1OgQ
iJ

Definiujemy teraz srednia entropie warunkows, czyli to, co Srednio
jeszcze zawiera nowego A, jezeli znam B:

1

H(A|B) = Z.QjH<A’b ) = Z RZ] log ——
J QZ]



Analogicznie definiujemy tez

1
) [

Definiujemy tez taczng wiedze zawartg w wejsciu oraz wyjsciu:

1
Rij 10g —.

H(A, B)=%
(4. B) = = Rijlog

2Y,



Obejrzmy to na kilku przyktadach:

Dla kanatu pewnego (np. BSC z P = 1, czyli jesli wysle a;, to prawie
na pewno dojdzie b;) bedziemy mieli

1 1
HAB—ZRlo = ¥ pjlogl+ ¥ Olog— =0,
(A|B) 1] g@zy iz i 108 Z#] gO
analogicznie H(B\A) =01 H(A,B)=H(A) = H(B).
Dla kanatu zerujacego (np. BEC z P = 0, czyli niezaleznie od tego, co
wysle, dojdzie 0 bedziemy mieli

1 1
H(A|B) = ZR@] log —— = > p;log— = H(A),
Qz] t Di
1
H(B|A) = £ Rjjlog——=xp;logl =0
0] P i

i H(A, B) = H(A).



Dla kanatu losowego (czyli to, co wyjdzie jest niezalezne od tego, co
wejdzie, np. BSC z parametrem P = %) mamy H(A|B) = H(A)
H(B|A)=H(B)i HA,B)=H(A)+ H(B).

)



W ogolnosci zachodza nastepujace réwnosci:

H(A, B) = H(B) + H(A|B)

Ooraz

H(A, B) = H(A) + H(B|A).



Umiemy juz zatem policzy¢, ile informacii zawiera jeszcze A, gdy juz
poznalismy B 1 na odwrot. Interesuje nas jednak raczej, ile informacji o
A zawiera B. Na dedukcje, wydawaloby sie, ze powinno by¢ to
H(B) — H(B|A) — informacje zawarte w B pomniejszone o to, co w
B jest niezalezne od A. Definiujemy zatem wzajemna informacje:

(A, B) = H(B) — H(B|A).

Korzystajac z udowodnionych wezesniej rownosci opisujacych H(B|A)
stwierdzamy, ze

I(A,B)= H(B)+ H(A) — H(A, B),

co jest niezalezne od kolejnosci argumentéw. Otrzymujemy zatem fakt,
ze wejscie mowi nam tyle samo o wyjsciu, co wyjscie o wejscitl.



Dla dowolnego kanalu mozemy zdefiniowaé jego pojemnosé jako ilosc
informacji, ktéra mozemy przez niego przepuscic¢, jezeli prawidtowo
dobierzemy zrodio. Zatem

C(I') = Sljlp I(A, B).

Uwaga: supremum w definicje C'(I') zawsze jest skonczone, oraz
osiggane dla pewnego rozktadu prawdopodobienstwa A.



Przypomnijmy sobie, jak wygladal proces przekazywania informac;ji.
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Zbadalismy juz caltkiem niezle drugg strzatke, pora zajac sie trzecia.



Dla danego wyijscia B oraz wejscia A potrzebujemy reguly decyzyjne;
A : B—A, ktora kazdemu wyijsciu przypisywataby to wejscie, od
ktorego naszym zdaniem pochodzi.

Wydaje si¢ naturalne branie takiej reguty decyzyjnej, ktora kazdemu b,

przypisuje najbardziej prawdopodobne a;, czyli to a;, dla ktorego Q;;

jest najwieksze. Oznaczmy to 7 przez j*. Wtedy prawdopodobienstwo
trafienia wynosi

Pro=>0Qj
zas prawdopodobienstwo chybienia —

Prp= x Qi
gy Y



Jezeli nie znamy rozkiadu prawdopodobienstw p; okreslajacych A, a
tylko prawdpodobienstwa F; okreslajgce I, to naturalna wydaje sig
chec¢, by minimalizowaé¢ srednie prawdopodobienstwo bledu po
wszystkich mozliwych rozktadach A. Okazuje sie, ze to to samo, co
bra¢ optymalng regute decyzyjna dla rowno prawdopodobnych
sygnatow z A, czyli innymi stowy jako 5* brac to 7, dla ktorego P;j jest
najwicksze. To nazywa sie regutg najwickszej wiarygodnosci.



Wydaje sig, ze problem zostal rozstrzygniety, a caty skomplikowany
aparat okazal sie bezuzyteczny. Ale spéjrzmy na juz rozwazany
przyklad BSC z p =0.91 P = 0.8. Tam mielismy (oo = 0.973 i

Qo1 = 0.692, czyli niezaleznie od tego, co weszlo, zwracamy zero.
Wida¢, ze powinno daé sie zrobic¢ cos lepiej...

Pomystem, podobnie jak w wypadku kodowania bez szumu, wydaje si¢
by¢ branie diuzszych stow kodowych.



Na rozgrzewke rozwazmy kod powtorzeniowy. Kazdy bit przesylamy
trzy razy. Teraz nawet dla powyzszego przykiadu jezeli przyszto 111, to
odezytamy 1 (Q1,111 =~ 0.877 > 0.123 ~ @y 111), co daje juz pewne
szanse na poprawne przekazanie tresci.

Jezeli jestesmy zainteresowani reguta najwicksze] wiarygodnosci, to
otrzymamy tzw. dekodowanie wickszosciowe. Dla danego wyjscia u
jako A(u) bierzemy ten znak, ktéry w u powtarza sie najwiecej razy.



Oczywiscie te zasade tatwo uogolni¢ na wiekszg liczbe powtorzen.
Rozwazmy przykiadowo BSC z p =0.51 P = 0.99. Wtedy mamy
nastepujace wartosci bledu:

Liczba powtorzen| 1 3 5 7 9
P-stwo bledu ~ [1074/3-107*/107°|3.5-107"|1.3 x 10~°

Wadg tego rozwigzania jest jednak dramatycznie malejaca wydajnosc
— by przesta¢ 1 bit informacji, potrzebujemy wysta¢ n bitow.



To, co bylo istotne w kodzie powtorzeniowym to to, ze dwa réozne kody
nie stajg sie takie same nawet po kilku bledach (zamianach jednego
znaku na drugi). Te ceche pomoze uchwycic¢ odleglosé Hamminga,
zdefiniowana jako:

d(u,v) = |{i : uj 7 v



Przyktadowo, jezeli I' =BSC z parametrem P > % to dla dowolnych
stow u 1 v prawdopodobienstwo w przod, czyli prawdopodobienstwo
otrzymania wu, jesli wyslemy v wynosi

d(u,v)
P )
P = P"— .
ulo) = "

Jako, ze P(u|v) jest malejaca funkcja d(u, v), to regutyg najwickszej
wiarygodnosci bedzie reguta najblizszego sgsiada, czyli zaktadanie, ze
dane stowo u pochodzi od stowa v, ktére nalezy do kodu 1 jest mu
najblizsze w sensie odlegltosci Hamminga.



Twierdzenie Shannona: Jezeli I' to BSC o paramterze P > %, zas 0 1€

to dowolne liczby rzeczywiste wieksze od zera, to dla wystarczajaco
duzych n istnieje kod, ktory do zakodowania (1 — e)nC(I") bitow
uzywa n bitow, a odczyt nastepuje btednie z prawdopodobienstwem
mniejszym niz o.



Bardzo szkic idei dowodu: Jako nasz kod losujemy onC(1=¢€) giéw. Ma
on wydajnos¢ (1 — e)C, bo uzywa n bitéw do przekazania nC(1 — ¢)
bitow informac;ji.

Przy wysytaniu zazwycza] (pfawie zawsze dla wystarczajaco duzych n)
zdarzy sie nie wiecej niz. nP(1 + o) bledow dla dowolnie malego o.

To, co pozostaje do zrobienia, to oszacowanie prawdopodobienstwa, ze
jakies sposrod onC(1=¢) ghéw znajduje sie blizej niz nP od danego
stowa kodowego v, ktore usitujemy przestac. Jesli tak nie jest, to uda
nam sie przestac 1 odczytac¢ poprawnie stowo v.

Okazuje sie, ze to prawdopodobienstwo jest wystarczajaco mate — jest
to lemat kombinatoryczny, ktorego dowodzic¢ nie bedziemy.



Uwagi do twierdzenia Shannona.

. T'wierdzenie to zachodzi tez dla innych kanatow niz BSC. Dobierajac
wystarczajaco wysokie n jesteSmy w stanie osiggnac¢ prawdopodo-
bienstwo bledu mniejsze niz ¢ oraz wydajnos¢ conajmniej C'(I")(1—¢).

. Niestety, n—00, 1 jest to problem podobnie jak w wypadku kodowania
bez szumu — zeby dostac¢ efektywne kodowanie, trzeba bardzo wiele
straci¢ z wlasnosci natychmiastowego odkodowywania.

. Co najgorsze, jak wida¢ nawet z przedstawionej, bardzo zgrubnej idei
dowodu, twierdzenie nie daje nam zadnego pomystu, jak konstruowac
dobre kody. Losowy kod bardzo czesto jest dobry, ale niestety nie ma
tatwego sposobu, by to sprawdzic.

. Co wiecej, wolelibysmy nie mie¢ kodow losowych, a raczej takie, ktore
maja pewng strukture utatwiajaca szybkie kodowanie 1 dekodowanie.
O tym, jak sobie radzi¢ z tym problemem (zapewne) beda nastepne
referaty z teorii kodow.



