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Automat sko«czony na drzewach

De�nicja

Sko«czony automat niedeterministyczny A = (Q,Σ,Qf ,∆), gdzie
Q - zbiór stanów

Qf ⊆ Q - zbiór stanów akceptuj¡cych

Σ - alfabet (sko«czony, urangowany)

∆ - reguªy przej±cia
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Wersja �z doªu do góry�

Reguªy przej±cia ∆ postaci

f (q1(x1), ..., qn(xn))→ q(f (x1, ..., xn))

gdzie:

f ∈ Σn

q, q1, ..., qn ∈ Q
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Przykªad 1

Σ = {f2, g1, a0}, Q = {qa, qg , qf }, Qf = {qf },

∆ = {
a → qa(a)

g(qg (x)) → qg (g(x))
g(qa(x)) → qg (g(x))

f (qg (x), qg (y)) → qf (f (x , y))
}
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Przykªad 2 - prawdziwe formuªy logiczne
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Przykªad 2 - prawdziwe formuªy logiczne

Σ = {00, 10, not1, and2, or2}, Q = {f , t}, Qf = {t}
∆ = {

0 → f , not(t) → f ,
1 → t, not(f ) → t,

and(t, t) → t, or(t, t) → t,
and(t, f ) → f , or(t, f ) → t,
and(f , t) → f , or(f , t) → t,
and(f , f ) → f , or(f , f ) → f

}
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Przykªad 3

L = {f (g i (a), g i (a)) | i > 0}

nie jest rozpoznawany przez taki automat

lemat o pompowaniu
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Automaty z warunkami równo±ci i nierówno±ci

De�nicja

Automat z warunkami równo±ci i nierówno±ci (AWEDC)
A = (Q,Σ,Qf ,∆), gdzie

Q - zbiór stanów
Qf ⊆ Q - zbiór stanów akceptuj¡cych
Σ - alfabet (sko«czony, urangowany)

∆ - reguªy przej±cia postaci f(q1(x1), ..., qn(xn))
c→ q(f(x1, ..., xn))

c - kombinacja boolowska warunków równo±ci/nierówno±ci
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Posta¢ warunków

Przykªadowe warunki:

1 = 2, (13 6= 22) ∨ (13 = 21)
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Przykªad 1

Peªne zrównowa»one drzewa binarne nad alfabetem Σ = {f2, a0}:

Q = Qf = {q},

∆ = {
a → q

f (q, q)
1=2→ q

}
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Determinizacja

De�nicja

Automat A ∈ AWEDC jest deterministyczny je±li dla ka»dego t

istnieje co najwy»ej jeden stan q taki, »e t
∗→A q
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Determinizacja

Twierdzenie

Dla ka»dego automatu A ∈ AWEDC istnieje deterministyczny

automat A′, który akceptuje ten sam j¦zyk co A.

A′ mo»e by¢ policzony w czasie wykªadniczym i jego rozmiar jest

wykªadniczy wzgl¦dem A.
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Determinizacja

Przypadek automatów sko«czonych:

Niech A = (Q,Σ,Qf ,∆)

Ad =def (Qd ,Σ,Qdf ,∆d ), gdzie:

Qd to wszystkie podzbiory Q

Qdf to wszystkie podzbiory Q zawieraj¡ce jaki± stan

akceptuj¡cy automatu A

dla s, s1, ..., sn ∈ Qd , f (s1, ..., sn)→ s ∈ ∆d wtw.

s = {q ∈ Q|∃q1 ∈ s1, ...,∃qn ∈ sn, f (q1, ..., qn)→ q ∈ ∆}.
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Determinizacja

Dla AWEDC:

obliczanie warunków przej±¢:

dla s, s1, ..., sn ∈ Qd , f (s1, ..., sn)
c→ s, gdzie

c
def
= (

∧
q∈s

∨
f (q1,...,qn)

cr→q∈∆,qi∈si

cr ) ∧ (
∧
q/∈s

∧
f (q1,...,qn)

cr→q∈∆,qi∈si

¬cr )

reszta konstrukcji tak jak dla automatów bez warunków
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Determinizacja

AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

przeci¦cie

suma

determinizacja 2n

dopeªnienie
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Przeci¦cie

A1 = {Q1,Σ,Qf 1,∆1}, A2 = {Q2,Σ,Qf 2,∆2}

automat produktowy

je±li f (q1, ..., qn)
c→ q ∈ ∆1 i f (q′

1
, ..., q′n)

c ′→ q′ ∈ ∆2, to

f ((q1, q
′
1
), ..., (qn, q

′
n))

c∧c ′→ (q, q′) ∈ ∆
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Przeci¦cie

AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

przeci¦cie O(n2)

suma

determinizacja O(2n)

dopeªnienie
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Suma

A1 = {Q1,Σ,Qf 1,∆1}, A2 = {Q2,Σ,Qf 2,∆2}

Q = Q1 ∪ Q2

Qf = Qf 1 ∪ Qf 2

∆ = ∆1 ∪∆2

o ile Q1 ∩ Q2 = ∅ (zawsze mo»emy tak zrobi¢)
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Dopeªnienie

A = {Q,Σ,Qf ,∆}

determinizacja

Qf = Q\Qf
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Dopeªnienie

AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

przeci¦cie O(n2)

suma O(n)

determinizacja O(2n)

dopeªnienie O(2n)
AWCBB
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Przykªad 2

zaªó»my, »e mamy pewien sko«czony zbiór sªów L

mo»emy rozpoznawa¢ ±cie»ki, na których kolejne litery tworz¡

pewne sªowo z L

mo»emy rozpoznawa¢ ±cie»ki, na których kolejne litery tworz¡

pewne sªowo z L∗
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Przykªad 3

Marta Maciejewska Wªasno±ci domkni¦cia automatów z wi¦zami równo±ciowymi



Wprowadzenie Automaty sko«czone AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

Sprawdzanie pusto±ci

Twierdzenie

Problem pusto±ci dla AWEDC jest nierozstrzygalny.
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Automaty z warunkami równo±ciowymi pomi¦dzy bra¢mi

De�nicja

Automat A ∈ AWEDC nazwiemy automatem z warunkami równo±ciowymi
pomi¦dzy bra¢mi (AWCBB) je±li wszystkie warunki maj¡ posta¢ i = j , gdzie
i , j ∈ N+
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Wprowadzenie Automaty sko«czone AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

Przykªady

Peªne zrównowa»one drzewa binarne nad Σ = {f2, a0}:

Q = Qf = {q},

∆ = {
a → q

f (q, q)
1=2→ q

}

f (t, t)
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Wprowadzenie Automaty sko«czone AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

Wªasno±ci domkni¦cia

Fakt

AWCBB jest podklas¡ AWEDC zamkni¦t¡ na operacje sumy,

przeci¦cia i dopeªnienia.

konstrukcje dla AWEDC
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Wprowadzenie Automaty sko«czone AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

Wªasno±ci domkni¦cia

AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

przeci¦cie O(n2) O(n2)

suma O(n) O(n)

determinizacja O(2n) O(2n)

dopeªnienie O(2n) O(2n)
RA
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Wprowadzenie Automaty sko«czone AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

Projekcja i cylindry�kacja

Kodowanie pary drzew:
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Wprowadzenie Automaty sko«czone AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

Projekcja i cylindry�kacja

De�nicja

Niech R ⊆ T (Σ)n(n > 1), 1 6 i 6 n.

I-t¡ projekcj¡ R nazywamy

relacj¦ Ri ⊆ T (Σ)n−1 tak¡, »e

Ri (t1, ..., tn−1)⇔ ∃t ∈ T (Σ) R(t1, ..., ti−1, t, ti , ..., tn−1)
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Wprowadzenie Automaty sko«czone AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

Projekcja i cylindry�kacja

De�nicja

Niech R ⊆ T (Σ)n(n > 0), 1 6 i 6 n + 1.

I-t¡ cylindry�kacj¡ R

nazywamy relacj¦ R i ⊆ T (Σ)n+1 tak¡, »e

R i (t1, ..., ti−1, t, ti , ..., tn)⇔ R(t1, ..., ti−1, ti , ..., tn)
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Wprowadzenie Automaty sko«czone AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

Projekcja i cylindry�kacja

Jak rozpoznawa¢ i-t¡ cylindry�kacj¦ L(A) : A ∈ AWCBB?

Problem:
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Wprowadzenie Automaty sko«czone AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

Projekcja i cylindry�kacja

Jak rozpoznawa¢ i-t¡ projekcj¦ L(A) : A ∈ AWCBB?

Potencjalny problem:

00(00, 01) � 1 6= 2

0(0, 0) 2 1 6= 2
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Wprowadzenie Automaty sko«czone AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

Projekcja i cylindry�kacja

Fakt

Klasa automatów z warunkami równo±ciowymi na braciach nie jest

zamkni¦ta na operacje projekcji i cylindry�kacji.
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Wprowadzenie Automaty sko«czone AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

Automaty redukcyjne

De�nicja

Automat A ∈ AWEDC nazwiemy automatem redukcyjnym, je±li

istnieje porz¡dek na stanach automatu A taki, »e:

dla ka»dego przej±cia f (q1, ..., qn)
c→ q zachodzi

q 6 min(q1, ..., qn)

je±li c zawiera równo±¢, zachodzi q < min(q1, ..., qn)

dla ka»dego ε � przej±cia q → q′ zachodzi q′ 6 q
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Wprowadzenie Automaty sko«czone AWEDC AWCBB Automaty redukcyjne

Wªasno±ci domkni¦cia

Fakt 1.

Klasa automatów redukcyjnych jest zamkni¦ta na sum¦ i przeci¦cie.

Fakt 2.

Nie istnieje algorytm determinizuj¡cy dla automatów redukcyjnych.

Fakt 3.

Nie wiadomo, czy klasa automatów redukcyjnych jest zamkni¦ta na

dopeªnienie.
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