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Logika modalna Definicja
Model Checking
Spetnialnos¢

Skfadnia

@ niepusty, skonczony zbiér ¢ statych zdaniowych,
oznaczane jako: p, P, q, 4/, ...
@ tworzymy formuty modalne:

e wszystkie state zdaniowe

e jesli ¢ iy to modalne formuty zdaniowe, to sa nimi tez tez
-, (p A1) oraz Oy (koniecznos¢ zajscia)

e zapisujemy ¢ V 1) zamiast —(—p A 1)) oraz ¢ — 1 zamiast
% V ’(/)
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Logika modalna Definicja
Model Checking
Spetnialnos¢

Skfadnia

@ przyjmujemy true jako tautologig, np. p vV —p oraz false jako
—frue

@ uzywamy (¢ zeby skréci¢ —[1-¢ (¢ jest moztiwe, jesli —¢
nie jest konieczne)

@ Przyktad:
formuta JOOp méwi, ze jest konieczna mozliwose, ze p
konieczne

Magda Zakrzewska REICIE



Logika modalna Definicja
Model Checking
Spetnialnos¢

Semantyka

@ model logiki: struktura Kripkego M
@ M to krotka (S, 7, R), gdzie:
o Sto zbior stanéw
o 7 : ® — 25 to interpretacja, ktéra kazdej statej zdaniowej z
® przypisuje zbior stanéw z S
e R to binarna relacja na S, tj. zbiér par elementéw z S

@ 7(p) to zbidr standw, w kitdrych zachodzi p
@ relacja R : (s, t) € R jesli stan t jest mozliwy ze stanu s
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Logika modalna Definicja
Model Checking
Spetnialnos¢

Przyktad

@ ¢ ={p, g}, wiec jezyk ma dwie state zdaniowe pi q
e M=(S, m, R), gdzie S ={ u, w}

@ pjest prawdziwe w u i w, q jest prawdziwe w u

@ viw sg mozliwe w stanach uiv

N
=)

AN

N

VS

° (M, V)| =—q, (M, w) = —q
® (M, v)EU~q, (M, w)=0-q, (M, u) =00-q
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Logika modalna TeffifeE

Model Checking
Spetnialnos¢

Spis tresci
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Logika modalna TeffifeE

Model Checking
Spetnialnos¢

Twierdzenie

Czy formuta zdaniowa jest prawdziwa w strukturze M?
Dla skonczonych struktur mozemy to sprawdzic...

Dla danej formuty ¢ definiujemy |¢|, dfugosc ¢, jako liczbe
(wszystkich) symboli ¢. Dla M = (S, =, R) definiujemy ||M||,
wielkos¢ M, jako sume liczby stanéw w Si liczby par w R.

Twierdzenie
Istnieje algorytm,ktdry dla danej struktury Kripkego M , stanu s

oraz formuty modalnej ¢ sprawdza, czy (M, s) = ¢ w czasie
O(I[M]| x |¢])-
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Logika modalna

Definicja
Model Checking
Spetnialnos¢

Dowod

@ Niech ¢1, ..., ¢m beda podformutami ¢, uszeregowanymi
wedtug dtugosci rosngco, (dowolne podformuty). Mamy, ze
¢m = ¢ oraz jesli ¢; jest podformutg ¢;, to i < j. Jest co
najwyzej |¢| podformut ¢, wiec m < |¢|.

@ Indukcja po k. Mozemy nadac etykiety kazdemu stanowi s
w M : ¢;albo —¢;,dlaj=1, ..., k, wzalezno$ci czy ¢;
jest prawdziwe w s w czasie O(k||;M||).

@ Trudny jest tylko przypadek, gdy ¢x1 jest postaci Clg;,
gdzie j < k + 1. Etykietujemy stan s zdaniem C¢; wtw gdy
kazdy stan t taki, ze (s, t) € R ma etykiete ¢;. Zaktadajgc
indukcyjnie, ze kazdy stan ma etykiete ¢; albo —¢,
mozemy ten krok wykona¢ w czasie O(||M||) (bo do kazdej
krawedzi zajrzymy raz).
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Logika modalna TeffifeE

Model Checking
Spetnialno$¢
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@ Spetnialnosé
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Logika modalna TeffifeE

Model Checking
Spetnialno$¢

Definicje

@ Mowimy, ze formuta ¢ jest spetnialna w strukturze Kripkego
M, jesli (M, u) = ¢ dla jakiego$ stanu uz M.

@ Méwimy, ze formuta ¢ jest spetnialna, jesli jest spetnialna w
jakiej$ strukturze Kripkego.

@ Méwimy, ze formuta ¢ jest prawdziwa w strukturze
Kripkego M, ozn. M = ¢, jesli (M, u) = ¢ dla wszystkich u
w M.

@ Méwimy, ze formuta ¢ jest prawdziwa, jesli jest prawdziwa
we wszystkich strukturach Kripkego.

@ Zauwazmy, ze ¢ jest prawdziwa wiw gdy —¢ jest
niespetnialna.
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Logika modalna TeffifeE

Model Checking
Spetnialno$¢

Jak sprawdzac?

Chcemy spawdzaé spetnialnos¢ i prawdziwosé formut. Ale jak
sprawdzi¢ wszystkie struktury Kripkego?
Logika modalna ma wtasno$¢ ograniczonego modelu.

Twierdzenie
Jesli formuta modalna ¢ jest spetnialna, to ¢ jest spetnialna w
strukturze Kripkego o co najwyzej 21%! stanach.
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Logika modalna TeffifeE

Model Checking
Spetnialno$¢

Whiosek..

@ Ztwierdzenia wynika , jak mozna sprawdzi¢, czy dana
formuta ¢ jest prawdziwa (tzn.czy —¢ nie jest spetnialna).

@ Konstruujemy wszystkie struktury Kripkego o co najwyzej 2
stanach (jest ich skonczenie wiele, ale i tak baaardzo
duzo). Sprawdzamy, czy ¢ jest prawdziwa w kazdym
stanie kazdej struktury.

@ Robimy to za pomocg znanego nam algorytmu. Jesli ¢ jest
prawdziwa w kazdym stanie kazdej struktury, to jest
prawdziwa.
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Logika modalna TeffifeE

Model Checking
Spetnialno$¢

Ztozonos$é

Ale jaka jest napawde ztozono$¢ tego problemu?

Twierdzenie

Problem prawdziwosci dla logiki modalnej jest
PSPACE-zupetny.

(to lepsze ograniczenie niz powyzej!)
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Intuicja

Mozemy patrze¢ na logike modalng jako na fragment logiki
pierwszego rzedu.

@ & - zbidr statych zdaniowych
stownik ®* - zawiera predykaty unarne g odpowiadajace
statym q z ® oraz predykat binarny R

@ mapujemy strukture Kripkego M = (S, m, R) na relacyjna
strukture M* nad stownikiem ¢*

@ dziedzing M* jest S

@ dla kazdej statej g € o, jej interpretacja w M* to zbiér 7(q)

@ interpetacja binarnego predykatu R w M* to relacja
binarna R
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Formalnie

Czyli na strukture Kripkego mozna patrze¢ jak na relacyjng
strukturg nad stownikiem z jednym predykatem binarnym i
wieloma unarmymi.

Trzeba teraz formalnie zdefiniowaé translacje logiki modalnej
do logiki pierwszego rzedu.

Kazdej formule modalnej ¢ przyporzadkowujemy formute logiki

pierwszego rzedu ¢* z jedng zmienng wolng x (obejmujgca
stany z S).
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Formalnie

g* = q(x) dla statej g
(=) = —(¢")

(@ AY) = (o" A7)

(@¢) = (V¥ (R(x, y) — ¢*(x/¥)))

gdzie y jest zmienng nie wystepujaca w ¢* oraz ¢*(x/y)
powstaje poprzez zastgpienie wszystkich wystgpien x w ¢*
przez y

@ transformacja ¢ g wynika z powyzszych regut
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Przyktad

ML:
(00q)*

FO:
vy(R(x, y) — 3z(R(y, z) A aq(z)))

Widag¢, ze dostajemy duzo kwantyfikatorow. A ten fragment FO
miat to by¢ rozstrzygalny..
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Translacja jesk OK

Twierdzenie

@ (M, s) = ¢ wtw ( M*, V) = ¢*(x), dla kazdego
wartosciowania V takiego, ze V(x) = s

@ ¢ jest prawdziwg formuta modalng wtw ¢* jest prawdziwa
formutg FO

Czyli ¢* jest prawdziwe dla elementéw dziedziny
odpowiadajgcym stanom s, ktére (M, s) = ¢ oraz ¢ jest
prawdziwe wiw ¢* jest prawda.
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Zamiana na FO
Ztozono$é
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Spis tresci

e Logika modalna, a FO

@ Ztozonos¢
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Zamiana na FO
Ztozono$é
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Paradoks

@ model checking dla logiki modalnej ma czas liniowy na
rozmiar strukury

@ dla logiki pierwszego rzedu dla struktury relacyjnej jest to
problem PSPACE-zupetny

@ problem prawdziwosci dla ML jest PSPACE-zupetny
@ dla FO jest nierozstrzygalny

@ rozstrzygalno$¢ mozna uzyskac ograniczajac liczbe
kwantyfikatoréw

@ ale w ML tego nie przeciez nie ma...
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Zamiana na FO
Ztozono$é
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Dwie zmiene

Ale logika modalna okazuije sie by¢ fragmantem FO z dwoma
zmiennymi.

FO? zawiera tylko formuty z co najwyzej dwoma zmiennymi
vxvy(R(x, y) — R(y, x)) jestw FO?
Vxvyvz(R(x, y) A R(y, z) — R(x, z)) nie jest FO?

Kazdy spdjnik modalny wprowadza nowg zmienng np. CCOg* :
Vy(R(x, y) = vz(R(y, 2) — q(2)))
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Zamiana na FO
Ztozono$é
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Konwersja na FO2

Jak unikng¢ wprowadzania nowych zmiennych? Zamienimy
definicje ¢* na ¢ :

AY)T = (ot AyT)
= (Yy(R(x, y) = Vx(x =y — ¢™)))

Na przyktad (OOq)™ to:
Vy(R(x, y) = Vx(x =y = Vy(R(x, y) = Vx(x = y — q()))
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Zamiana na FO
Ztozono$é
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Definicja jest OK

Twierdzenie
° (M,s) E ¢ wtw gdy (M*, V) = ¢*(x) dla kazdego
wartosciowania V takiego, ze V(x) = s

@ ¢ jest prawdziwg formutg witw gdy ¢ jest prawdziwa dla
FO?
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Zamiana na FO
Ztozono$é
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Prawdziwo$¢ formuty

Rownowaznos¢ z fragmentem FO? wyja$nia wtasnoéci ML:
Twierdzenie

Istnieje algorytm, ktory dla relacyjnej struktury M nad dziedzing
D, FO?-formuty ¢(x, y) oraz wartosciowania V : {x, y} — D
sprawdza, czy (M, V) = ¢ w czasie O(||M||? x |¢]).

Twierdzenie

Jesli FO?-formuta ¢ jest spetnialna, to ¢ jest spetnialna w
relacyjnej strukturze o co najwyzej 21?l elementach. Ponadto
problem prawdziwosci formuty jest co-NEXPTIME-zupetny.

Zauwazmy, ze dla logiki modalnej czasy sg lepsze.
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO
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e Logika modalna, a FO

@ System aksjomatéw
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Konwersja na FO2

Ograniczymy troche zbior struktur Kripkego, ale polepszymy
czas.

Wezmy pod uwage system aksjomatéw 7, ktéry sktada sie z
nastepujacych aksjomatéw i regut:
@ A1. Wszystkie tautologie rachunku zdan
@ A2. (Op AO(¢ — v)) — Oy (Aksjomat Dystrybuowania)
@ R1.Z¢i ¢ — ¢ wynika ¢» (Modus ponens)
@ R2. Z ¢ wynika ¢¢ (Uogdlnienie)
@ R3. Op — p (veracity - prawdziwos¢)
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Klasy struktur

Niech M bedzie klasg struktur Kripkego. Méwimy, ze formuta
modalna ¢ jest prawdziwa w M, jesli jest prawdziwa we
wszystkich strukturach w M.

System aksomatoéw X nazywamy pewnym dla M, jesli kazda
formuta, ktérg mozna dowiesc¢ jest prawdziwa w M.

System aksomatéw X nazywamy zupetnym dla M, jesli kazdg
formute, ktora jest prawdziwa w M, mozna dowiesc.
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Klasy struktur

@ Strukture Kripkego M = (S, w, R) nazywamy zwrotna,
jesli R jest zwrotna.
Niech M, bedzie klasg wszystkich takich struktur.

@ 7 jest pewny i zupetna dla M.

@ Problem prawdziwosci dla logiki modalnej w M, jest
PSPACE-zupetny.
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Nasz system aksjomatéw na szczescie mozna powigzaé z FO?.

Twierdzenie
Formuta modalna ¢ jest prawdziwa w M, wtw gdy prawdziwa

jest FO? -formuta: Vx(R(x, x)) — ¢*.
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Jeszcze inna aksjomatyka

Dorzuémy dwie nowe reguty. Otrzymamy system aksjomatow
S5.

@ Wiem, co wiem: Op — OOp
@ Wiem, czego nie wiem: -[Op — O-Cp

Rozpatrzmy klase struktur M,¢; takich, ze relacja R jest relacjg
rébwnowaznosci.
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Dobra ztozonos$é

@ S5 jest pewny i zupetny dla M.
@ Problem prawdziwosci formuty dla logiki modalnej w M,
jest NP-zupetny.

Niestety nie mozna wyrazi¢ wtasnosci M,s; za pomocg FO?...
@ symetrie mozna:

VxVy(R(x, y) — R(y, X))

@ przechodnioéci juz nie mozna:
Uxvyvz(R(x, y) ARy, z) — R(x, 2))
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Zamiana na FO
Ztozonos$¢
System aksjomatéw

Logika modalna, a FO

Podsumowanie FO2

@ FO? jest rozstrzygalna
@ mozna szybko zamieni¢ formute ML na formute FO?

@ ale rozszerzenie FO? o najwigkszy i najmniejszy punkt
staty lub kwantyfikacje po $ciezkach - juz nierozstrzygalne

@ chociaz CTL i rachunek p juz tak... potrzebna nam jeszcze
inna logika
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CTL i rachunek p

Wiasnos¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

Spis tresci

Q Logika modalna, a Guarded fragment
@ CTL irachunek p
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CTL i rachunek p
Wiasnos¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

CTL - skfadnia

@ p, dla kazdego p € ¢
@ —poraz i Ny
gdzie ¢ i ¢’ to formuty CTL

° EXy, AXy, E(vUY'), A(pUy)
gdzie v i ¢’ to formuty CTL
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CTL i rachunek p

Wiasnos¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

CTL - semantyka

@ (M, s) = EXy if (M, t) = ¢ dla jakiego$ tt.ze (s, t) € R.

e (M, s) = AXy jesli (M, t) = ¢ dla kazdego tt.ze
(s, ) eR

o (M, s) = E(pUy’) jesliistnieje sciezka s, s1, ..., dla
So = S, oraz i > 0, takie,ze(M, s;) = ¢',i dla wszystkich
j,9dzie0 < j < imamy(M, s;) |=

@ (M, s) = A(vUvy’) jesli dla wszystkich Sciezek s, sq, ...,
gdzie sy = s, istnieje i > 0 takie, ze (M, s;) | ¢’,oraz dla
wszystkich j takich, ze 0 < j < i, mamy(M, s;) |= v
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CTL i rachunek p

Wiasnos¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

Spetnialno$¢ CTL

Twierdzenie
Jesli formuta CTL ¢ jest spetnialna, to ¢ jest spetnialna w
strukturze Kripkego o co najwyzej 21%! stanach.

Twierdzenie
Problem prawdziwosci dla CTL jest EXPTIME-zupetny.
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CTL i rachunek p

Wiasnos¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

Rachunek p

@ pdlakazdego p € ¢,

@ X, dla kazdego X € W (zmienne zdaniowe)

@ —poraz ¢ A4/, gdzie v i ¢’ to formuty

@ [y, gdzie o to formuta

o uX.ap
gdzie « to formuta, w ktérej X wystepuje pozytywnie (np.
parzysta liczba negacji)

Wystapien zmiennej zdaniowej X w zasiegu uX nazywamy
zwigzanym.

Formuta, ktérej wszystkie wystgpienia zmiennych zdaniowych
sg zwigzane nazywamy zamknieta.

Ozn.: ¢(Xq, ..., Xk) - formuta ze zmiennymi Xy, ..., Xk.
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CTL i rachunek p

Wiasnos¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

Rachunek u - semantyka

@ model logiki: (M, s, V)
e M= (S, n, R) - struktura Kripkego
e sto stan
o V: W — 28 to interpretacja zmiennych, ktéra kazdej
zmiennej z V przyporzadkowuje zbiér standéw z S
(analogicznie do )

@ V[X — §'] to interpretacja zmiennych, ktéra zgadza sie z
V wszedzie oprocz Xi V(X) = &
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CTL i rachunek p

Wiasnos¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

Rachunek . - prawdziwosé formut

@ (M, s, V)E=p(daped)jeslis € n(p)

@ (M, s, V)= X (dlaX e V)jeslis e V(X)

o (M, s, VEyYAY wiw (M, s, V)Eyi(M,s V)Y

e (M, s, V)[E—jesli(M, s, V)E

@ (M, s, V) =0y jedli(M, t, V) = dlakazdego tt.ze
(s, ) eR

@ (M, s, V) uXyjesli
se{TCSIT={t(M, t, VIX — T]) E¢}}
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CTL i rachunek p
Wiasnos¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

Rachunek . - prawdziwosé formut

@ prawdziwos¢ formuty zalezy od interpretaciji zmiennych
wolnych

@ dlatego dla formut zamknietych mozna méwic¢ o
prawdziwosci formuty w modelu i stanie:

(M, s) =4
@ problem prawdziwosci jest EXPTIME-zupetny (jak dla CTL)
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CTL i rachunek p
Wiasnos¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

Rachunek ;, a CTL

CTL mozna zapisac¢ za pomoca rachunku

Przyktady:

e AXp=0p
@ EXp=9p
® A(pUq) = nX.qV (p ADX)
@ E(pUqg) =puX.qV(pAOX)
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CTL i rachunek p

Wiasnos¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

Rachunek ;. na FP2

Przyktady :

nQ.(p(x) v 3y(R(x, y) A Q(Y))) = nQ.(PV 0Q)

wszystkie wierzchotki, z ktérych osiggalne jest p

E(pUq) = 1Q. q(x) v (p(x) ATy(R(x. y) A 3xX(x = y A Q(x)))
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CTL i rachunek p

Wiasnos¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

Prawdziwo$¢ formuty

Twierdzenie

Problem, czy dana FP?-formuta ¢(x, y) jest prawdziwa w dane;
strukturze relacyjnej M w dziedzi-

nie D przy warto$ciowaniu V : {x, y} — Djestw NP\ co— NP.

Twierdzenie
Problem spetnialno$ci formuty z FP? jest nierozstrzygalny.

Magda Zakrzewska REICIE



CTL i rachunek

Wiasnos$¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

Spis tresci

Q Logika modalna, a Guarded fragment

@ Wihasnos$c¢ drzewiasta
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CTL i rachunek

Wiasnos$¢ drzewiasta
Logika modalna, a Guarded fragment Guarded logic

nGF

Podsumowanie FO2

@ dlaczego po rozszerzeniu logika modalna jest
rozstrzygalna, a FO? nie?

@ rozszerzenie FO? najmniejszy punkt staty - juz
nierozstrzygalne

@ poniewaz logiki modalne majg wtasno$¢ drzewiasta, a FO?
nie
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Wtasnosc

@ Dla logik modalnych kazda spetnialna formuta ma model,
ktory jest drzewem.

@ Bierzemy strukture Kripkego K, ktora spetnia ¢ w stanie v.
Budujemy drzewo K’ rozwijajac K z v. Tzn. bierzemy
wszystkie skonczone $ciezki, ktére sie zaczynajg w v.
Koniec Sciezki to osobny wezet.

@ dostajemy nawet ograniczong arnos¢ drzewa

@ Ki K’ sg w relacji bisymulacji w stanie v, wigc formuta jest
spetnialna w stanie v.
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Bisymulacja

(uwaga na boku: )

Twierdzenie

Dane sa struktury Kripkego: M;(Sy, 71, R1) i Ma(Sz, m2, Rp),
ue Syorazv e S,.

Jesli u ~ v (sa w relacji bisymulacji), to (My, u) = ¢ wtw

(Mz, v) |= ¢ dla formuty ¢ rachunku .
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Witasnosé - cd

@ FO? nie ma tej wtasnosci: VxVyR(x, y)
@ ... i tym bardziej FP?

@ intuicyjnie: dzieki wtasnosci rozwijania w drzewo mozemy
szukac efektywnych algorytméw decyzyjnych
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Spis tresci

Q Logika modalna, a Guarded fragment

@ Guarded logic
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@ Potrzebna nam inna logika

@ Kwantyfikatory zawsze majg obok siebie predykaty
R(x,y), bierzemy wigc fragment FO zwany guarded
fragment
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Definicja GF

@ Kazda formuta atomowa R(X;,,- - - , X;,) oraz x; = x; nalezg
do GF

@ GF jest zamknigta na operacje boolowskie

@ jesli x, y to krotki zmiennych, a(x, y) jest pozytywng
formuta atomowa oraz (x, y) to formuta GF taka, ze
wszystkie zmienne wolne v wystepuja w «, wtedy do GF
nalezg tez:

Jy(a(x, y) Ad(x, y))
vy(a(x, y) — ¢(x, ¥))

Atom a(x, y) nazywany jest dozorem kwantyfikaciji.
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Wiasnosci GF

@ Mozna zamapowac logike modalng do guarded fragment.

@ Ale rozszerza ML. Nie musimy sie juz ograniczac tylko do
relacji binarnych i unarnych

@ jesli dodamy do GF formute opisujgcg przechodnios$¢, to
otrzymamy logike nierozstrzygalng:
vxyz(R(x,y) A R(y,z) — R(x, 2))
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Modal logic na GF

@ g™ = g(x) dla statej g
o (mo)" =~(¢7)

° (pAY)T = (o7 ANYT)

o (O¢)" = (Vy(R(x, y) = Vx(x =y — ¢™)))
@ transformacja ¢ g wynika z powyzszych regut
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Nie w GF

Nie da sie wyrazi¢ w GF:

Przechodnio$¢:

@ Vxyz(Exy N Eyz — Exz)
@ Vxy(Exy — Vz(Eyz — Exz))

Nie mozna powiedzie¢, ze wszystkie stany miedzy x i z majg
wtasnosc¢ o:

oVy(x <yAy<z —(y))
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Spetnialnos¢ w GF

@ Problem spetnialnosci GF jest 2EXPTIME-zupetny
(podwdjnie wyktadniczy)
@ To gorzej niz dla FO,! (tam byto NEXPTIME, dla ML to
PSPACE)
@ Tak jest, poniewaz mamy nieograniczong arnosc
predyktéw, bo:
e dla n-arnego predykatu i dwdch obiektéw w dziedzinie
mamy mozliwosci 22"
@ Ale w wigkszo$ci konkretnych zastosowan arnos¢ jest
ograniczona - dostajemy EXPTIME-zupetny
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Spis tresci

Q Logika modalna, a Guarded fragment

o 1GF
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Guarded fixed point logic

@ mieliSmy zobaczy¢, co sie stanie po dodaniu punktow
statych

@ dostaniemy logike, do ktérej mozna zamapowac rachunek
1!
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Guarded fixed point logic

@ W - k-arna relacja zmiennych

@ X = X1, ...Xx - K-krotka zmiennych

@ (W, x) - formuta w GF, w ktorej W wystepuije tylko
pozytywnie i nie w dozorach i nie zawiera zadnych wolnych
zmiennych oprécz x

Mozemy zbudowac formuty:
[LFP Wx. ¢] (x)
[GFP Wx. 9] (x)
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Dla kazdej struktury 41, formuta [LFP Wx. v ( W, x)] (a) jest
prawdziwa wiw gdy a malezy do najmniejszrgo punktu statego
operatora:

o i W — (W) ={ac A U =W, a)}

Analogicznie dla GFP.
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IxyFxy AVxy(Fxy — 3IxFyx) AVxy(Fxy — [LFPWx.Vy(Fyx —
Wy)l(x))

Co to jest?
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Przyktad GF

AxyFxy AVxy(Fxy — 3IxFyx) AVxy(Fxy — [LFPWx.Vy(Fyx —
Wy)l(x))

@ istnieje F-krawedz i kazda z F-krawedzi moze by¢
rozszerzona do nieskonczonej Sciezki

@ kazdy wierzchotek x F-krawedzi i jest najmniejszym
punktem statym operatora W— — {w : kazdy
F-poprzednik w jest w W}

@ Ifp to wierzchotki, ktére majg skonczenie wiele
F-poprzednikow

@ to oznacza, ze F sig nie cykli

@ ta formuta ma tylko nieskofnczone modele
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Przyktad GF

@ ta formuta ma tylko nieskonczone modele
@ czy to znaczy, ze uGF jest nierozstrzygalna?

Twierdzenie

Problem spetnialno$ci guarded fixed point logic jest
rozstrzygalny i 2EXPTIME-zupetny.

Dla uGF-formut, ktérych symbole relacyjne majg ograniczong
arnos$c¢ problem spetnialnosci jest EXPTIME-zupetny.

(...tak jak rachunku )
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Inna witasnos¢ drzewiasta

Dlaczego dostajemy takg dobrg ztozonos$¢?
Formuta w GFP ma wiasno$¢ drzewa matej szerokosci.

Struktura ma k szerokosc-drzewowa, jesli:

moze by¢ pokryta przez podstruktury wielkosci co najwyze;j
k+1,

ktore razem tworzg drzewopodobng forme (zazebiajac sie
nawzajem).
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k szeroko$¢-drzewowa

Struktura i ma k szeroko$¢-drzewowa, jesli:

@ jesliistnieje drzewo T
@ oraz dla kazdego wierzchotka v drzewa T podstruktura
§(v) C o co najwyzej k + 1 elementach taka, ze:

o U={J3s(Wv)

veT
o dla kazdego elementu a struktury 4, zbior wierzchotkéw v

takich, ze a € §(v) jest potaczony (czyli to poddrzewo T)
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k szeroko$¢-drzewowa cd.

dlaczego k+1 struktury?

@ drzewa majg szerokos$¢ 1
@ cykle majg szeroko$c¢ 2 ( triangulacja okregu)
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Podsumowanie

@ w ML nie mozna wyrazi¢ wtasnosci: co$ zachodzi dla
wszystkich stanéw. Nie ma nieskonczonego
kwantyfikowania

@ nie ma rekursji
@ ale jest to logika mocno rozstrzygalna
@ nawet po rozszerzeniu do CTL i rachunku p
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Podsumowanie

Tablica: Ztozono$ci

| jezyk | model checking | spetnialno$é¢ |

ML O(|IM]| x |9|) PSPACE-zupetny
FO | PSPACE-zupetny | nierozstrzygalny
FO? | O(|IM])? x |¢]) | NEXPTIME
M | O(]|M]| x |¢]) | NP-zupetny
CTL EXPTIME
H - EXPTIME
FP2 | NP co— NP | nierozstrzygalny
GF — (2)EXPTIME
nGF — (2)EXPTIME
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