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Bisymulacja

Przypomnienie
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Gra bisymulacyjna




Dwoch graczy: Spoiler i Duplikator
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Dwoch graczy: Spoiler i Duplikator

Pozycje: pary stanéw (P, Q) € S
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Dwoch graczy: Spoiler i Duplikator

Pozycje: pary stanéw (P, Q) € S

Przebieg gry:

W pozyciji (P, Q) Spoiler wykonujer ruch P % P’ (lub Q = Q).

Duplikator odpowiada, wykonujgc ruch Q = Q’ (odpowiednio: P
% P’). Nastepnie rozgrywke kontynuuije sie od (P', Q).
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Dwéch graczy: Spoiler i Duplikator
Pozycje: pary stanéw (P, Q) € S

Przebieg gry:

W pozyciji (P, Q) Spoiler wykonujer ruch P % P’ (lub Q = Q).
Duplikator odpowiada, wykonujgc ruch Q = Q’ (odpowiednio: P
% P’). Nastepnie rozgrywke kontynuuije sie od (P', Q).

Rozstrzygniecie:

Gracz, ktory nie moze wykonac ruchu, przegrywa. W
przypadku rozgrywki nieskonczonej zawsze wygrywa
Duplikator.
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Gra bisymulacyjna
Przyktad
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Gra bisymulacyjna

Twierdzenie

Systemy P i Q sg bisymulacyjnie rownowazne (ozn. P ~ Q)
wtedy i tylko wtedy, gdy Duplikator ma strategie wygrywajgca w
grze rozpoczynajacej sie od (P, Q).
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Gra bisymulacyjna

(Staba) bisymulacja

Wprowadzamy specjalng akcje 7, oznaczajgca “sprawy
wiasne”.

Odpowiedzig Duplikatora na ruch « jest ciag = = =%,
gdziea=a,7=e.

a b tau a

T s
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Gra bisymulacyjna

(Staba) bisymulacja

B,
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Silna bisymulacja i silna
rownowaznosé




Silna bisymulacja

Definicja
Niech S bedzie zbiorem stanéw (P, Q, .. € S), na ktérym dana
jest rodzina relacji binarnych {3C S x S}aca.

Silng bisymulacja nazwiemy relacje binarng R na S taka, ze
jesli (P, Q) € R,

HPEP =302 Qi(P,Q)eR,

ilQ2 Q@ =3pP2Pi(P,Q)eR.
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Silna bisymulacja

Definicja
Niech S bedzie zbiorem stanéw (P, Q, .. € S), na ktérym dana
jest rodzina relacji binarnych {3C S x S}aca.

Silng bisymulacja nazwiemy relacje binarng R na S taka, ze
jesli (P, Q) € R,

HPEP =302 Qi(P,Q)eR,

ilQ2 Q@ =3pP2Pi(P,Q)eR.

Uwaga: o jest Swietnym przyktadem silnej bisymulacji!
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Silna bisymulacja
Przyktad

SEM 3 SEM

put
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Silna bisymulacja

Przyktad

NN \
\*ka/ N
put \/\‘
NN
A

put

Znajdz silng bisymulacje, ktéra zawiera pare (SEMs;, SEM|SEM|SEM).

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Silna bisymulacja

Przyktad

NSNS -
\*ka/ N
put /\‘

A

put

Znajdz silng bisymulacje, ktéra zawiera pare (SEMs;, SEM|SEM|SEM).
{(SEMy, SEM|SEM|SEM), (SEM;, SEM'|SEM|SEM), (SEM}, SEM|SEM’ | SEM), (SEM},, SEM|SEM|SEM’)
(SEM', SEM'|SEM'|SEM), (SEMS/, SEM’ | SEM|SEM'), (SEMS', SEM|SEM’|SEM"), (SEM'’ , SEM' | SEM'| SEM’)}
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Silna bisymulacja

Wiasnos$ci

Twierdzenie

Niech P;,i = 1,2, .. - silne bisymulacje. Wéwczas:
Q /ds

Q r!

©Q PioP;

o UielPi

sg silnymi bisymulacjami.
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Silna rownowaznosé

P'i Q sa silnie ro(wnowazne (ozn. P ~ Q), gdy (P, Q) € Rdla
pewnej silnej bisymulacji R.
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Silna rownowaznosé

Definicja
P'i Q sa silnie ro(wnowazne (ozn. P ~ Q), gdy (P, Q) € Rdla
pewnej silnej bisymulacji R.

Inaczej:
~ = |J{R : Rjest silng bisymulacja}.
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Silna rownowaznosé

@ ~ jest najwiekszg silng bisymulacjg
@ ~ jest relacjg rownowaznosci
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Bisymulacja i
rownowaznopsc
obserwacyjna




Po co nam co$ stabszego?

Dotychczas w naszym modelu byta tylko komunikacja
pomiedzy agentami.
Przypomnienie: specjalna akcja 7 oznacza “sprawy wtasne”.

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Po co nam co$ stabszego?

Dotychczas w naszym modelu byta tylko komunikacja
pomiedzy agentami.
Przypomnienie: specjalna akcja 7 oznacza “sprawy wtasne”.

Definicja
Niech S bedzie zbiorem stanéw (P, Q, .. € S), na ktérym dana
jest rodzina relacji binarnych {%C S x S},ea.

(Stabg) bisymulacjg nazwiemy relacje binarng R na S taka, ze
jesli (P, Q) € R,

HPSP =335 Qi(P,Q)eR,

Q2 Q=3P ETP (P Q)eR,
gdziea=a7=c

4
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Bisymulacja
Przyktad
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Bisymulacja
Przyktad

a b tau a

\ J i

Znajdz bisymulacje, ktéra zawiera pare (Ag, By).
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Bisymulacja
Przyktad

a b tau a

K J G

Znajdz bisymulacje, ktéra zawiera pare (Ag, By).
{(AO’ B1 )’ (A1 ) B1 )7 (A27 BZ)}
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Obserwacyjna rownowaznosé

P i Q sg obserwacyjne réwnowazne (ozn. P ~ Q), gdy
(P, Q) € R dla pewnej bisymulacji R.
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Obserwacyjna rownowaznosé

Definicja

P i Q sg obserwacyjne réwnowazne (ozn. P ~ Q), gdy
(P, Q) € R dla pewnej bisymulacji R.

Inaczej:
~ = |J{R: R jest bisymulacjg}.
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Obserwacyjna rownowaznosé

Definicja
P i Q sg obserwacyjne réwnowazne (ozn. P ~ Q), gdy
(P, Q) € R dla pewnej bisymulacji R.

Inaczej:
~ = |J{R: R jest bisymulacjg}.

Obserwacyjna réwnowaznos¢ posiada wtasnosci analogiczne
do silnej rownowaznosci.
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Inne wersje gry




Inne wersje gry
Wersja symetryczna

Usymetryczniamy zdefiniowang wczesniej gre (dla stabej

bisymulaciji), tzn. ruchy Spoilera sa postaci = = =5, Pozostate
zasady sie nie zmieniaja.
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Inne wersje gry

Wersja symetryczna

Usymetryczniamy zdefiniowang wczesniej gre (dla stabej

bisymulaciji), tzn. ruchy Spoilera sa postaci = = =5, Pozostate
zasady sie nie zmieniaja.

Jaki jest zwigzek tej gry z gra bisymulacyjng? (Czy réwnowaznos$é w tak
zdefiniowanej grze i rownowaznos$¢ bisymulacyjna sg tym samym?)
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Inne wersje gry

Wersja symetryczna

Usymetryczniamy zdefiniowang wczesniej gre (dla stabej

bisymulaciji), tzn. ruchy Spoilera sa postaci = = =5, Pozostate
zasady sie nie zmieniaja.

Jaki jest zwigzek tej gry z gra bisymulacyjng? (Czy réwnowaznos$é w tak
zdefiniowanej grze i rownowaznos$¢ bisymulacyjna sg tym samym?)

Oczywiscie Spoilerowi sprawy nie utrudniamy, bo moze gra¢ doktadnie tak,

jak w grze bisymulacyjnej. Czyli: jesli Duplikator ma strategie wygrywajacg w
grze symetrycznej, ma takze strategie wygrywajaca w grze bisymulacyjnej.
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Inne wersje gry

Wersja symetryczna

Usymetryczniamy zdefiniowang wczesniej gre (dla stabej

bisymulaciji), tzn. ruchy Spoilera sa postaci = = =5, Pozostate
zasady sie nie zmieniaja.

Jaki jest zwigzek tej gry z gra bisymulacyjng? (Czy réwnowaznos$é w tak
zdefiniowanej grze i rownowaznos$¢ bisymulacyjna sg tym samym?)

Oczywiscie Spoilerowi sprawy nie utrudniamy, bo moze gra¢ doktadnie tak,
jak w grze bisymulacyjnej. Czyli: jesli Duplikator ma strategie wygrywajacg w
grze symetrycznej, ma takze strategie wygrywajaca w grze bisymulacyjnej.

Troche wbrew intuicji, Duplikatorowi tez zycia nie utrudniamy. Wrecz
przeciwnie, jesli Duplikator potrafi odpowiada¢ na pojedyncze ruchy, potrafi
tez odpowiedzie¢ na kilka 7 oraz « zagrane bez przerwy.
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Inne wersje gry
Dtugie ruchy

Gre bisymulacyjng (dla silnej lub stabej bisymulacii)
modyfikujemy w nastepujacy sposob: Spoiler wykonuje ruchy o
dowolnej dtugosci, np.: > 2. 7., Pozostate zasady sie nie
zmieniaja.
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Inne wersje gry
Dtugie ruchy

Gre bisymulacyjng (dla silnej lub stabej bisymulacii)
modyfikujemy w nastepujacy sposob: Spoiler wykonuje ruchy o
dowolnej dtugosci, np.: > 2. 7., Pozostate zasady sie nie
zmieniaja.

Jaki jest zwigzek tej gry z gra bisymulacyjng? (Czy

réownowaznos¢ w tak zdefiniowanej grze i rownowaznos¢
bisymulacyjna sa tym samym?)
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Inne wersje gry
Dtugie ruchy

Gre bisymulacyjng (dla silnej lub stabej bisymulacii)
modyfikujemy w nastepujacy sposob: Spoiler wykonuje ruchy o
dowolnej dtugosci, np.: > 2. 7., Pozostate zasady sie nie
zmieniaja.

Jaki jest zwigzek tej gry z gra bisymulacyjng? (Czy
réownowaznos¢ w tak zdefiniowanej grze i rownowaznos¢
bisymulacyjna sa tym samym?)

Odpowiedz jest analogiczna, jak dla gry symetrycznej.
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Inne wersje gry

Symulacja

Do gry bisymulacyjnej dodajemy istotng regute: Spoiler przed
gra wybiera, na ktérym systemie bedzie grat i przez catg
rozgrywke nie bedzie tego zmieniat. Pozostate zasady sie nie

zmieniaja.
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Inne wersje gry
Symulacja

Do gry bisymulacyjnej dodajemy istotng regute: Spoiler przed
gra wybiera, na ktérym systemie bedzie grat i przez catg
rozgrywke nie bedzie tego zmieniat. Pozostate zasady sie nie
zmieniaja.

Jaki jest zwigzek tej gry z gra bisymulacyjng? (Czy
rownowaznos$¢ symulacyjna i bisymulacyjna sg tym samym?
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Inne wersje gry

Symulacja

Do gry bisymulacyjnej dodajemy istotng regute: Spoiler przed
gra wybiera, na ktérym systemie bedzie grat i przez catg
rozgrywke nie bedzie tego zmieniat. Pozostate zasady sie nie
zmieniaja.

Jaki jest zwigzek tej gry z gra bisymulacyjng? (Czy
rownowaznos$¢ symulacyjna i bisymulacyjna sg tym samym?

Oczywiscie, jesli Duplikator ma strategie wygrywajaca w grze
bisymulacyjnej, ma tez strategie wygrywajgcaq w grze
symulacyjnej.

Czy w druga strone implikacja zachodzi?
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Gra symulacyjna
Przyktad

Powyzsze systemy nie sg bisymulacyjne rownowazne,
natomiast Duplikator ma strategie wygrywajaca w grze
symulacyjnej.
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Inne wersje gry
Gra o zakontraktowanej dtugosci

Tym razem do gry bisymulacyjnej dodajemy nastepujace reguty: na
poczatku gry Spoiler wybiera dtugos¢ gry (liczbe krokéw). Gra
odbywa sie standardowo, jednak w przypadku osiggniecia
zadeklarowanej przez Spoilera liczby krokéw, Duplikator wygrywa
(tak, jakby gra byta juz nieskonczona). Pozostate zasady sie nie
zmieniaja.
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Inne wersje gry
Gra o zakontraktowanej dtugosci

Tym razem do gry bisymulacyjnej dodajemy nastepujace reguty: na
poczatku gry Spoiler wybiera dtugos¢ gry (liczbe krokéw). Gra
odbywa sie standardowo, jednak w przypadku osiggniecia
zadeklarowanej przez Spoilera liczby krokéw, Duplikator wygrywa
(tak, jakby gra byta juz nieskonczona). Pozostate zasady sie nie
zmieniaja.

Jaki jest zwigzek takiej gry z gra bisymulacyjng? (Czy réwnowaznos¢ w takiej
grze i rbwnowazno$é bisymulacyjna sg tym samym?
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Inne wersje gry
Gra o zakontraktowanej dtugosci

Tym razem do gry bisymulacyjnej dodajemy nastepujace reguty: na
poczatku gry Spoiler wybiera dtugos¢ gry (liczbe krokéw). Gra
odbywa sie standardowo, jednak w przypadku osiggniecia
zadeklarowanej przez Spoilera liczby krokéw, Duplikator wygrywa
(tak, jakby gra byta juz nieskonczona). Pozostate zasady sie nie
zmieniaja.

Jaki jest zwigzek takiej gry z gra bisymulacyjng? (Czy réwnowaznos¢ w takiej
grze i rbwnowazno$é bisymulacyjna sg tym samym?

Oczywiscie, jesli Duplikator ma strategie wygrywajaca w grze bisymulacyjnej,
ma tez strategie wygrywajgca w tej wersji gry.

Czy w druga strone implikacja zachodzi?
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Gra o zakontraktowanej dtugosci
Przyktad
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Gra o zakontraktowanej dtugosci
Przyktad

Powyzsze systemy nie sg bisymulacyjne rownowazne,
natomiast Duplikator ma strategie wygrywajgcag w grze o
dowolnej, z goéry ustalonej dtugosci.
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Indukcja i koindukcja




Indukcja i koindukcja
Algebry i koalgebry

Algebra dla zbioru skonczonych stéw nad alfabetem A (A*):
(A* a: ({x} + (A x A*)) — A*), gdzie
a(x) =€, a((a,w))=a-w.
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Indukcja i koindukcja
Algebry i koalgebry

Algebra dla zbioru skonczonych stéw nad alfabetem A (A*):
(A* a: ({x} + (A x A*)) — A*), gdzie
a(x) =€, a((a,w))=a-w.

Koalgebra dla zbioru stow skonczonych i nieskonczonych:

(AY vy AY — ({*} + (A x AY))), gdzie
(€)= +n(a-w) = (aw).
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Indukcja i koindukcja

Dualnos¢ algebr i koalgebr

algebra koalgebra = system

relacja substytutywna bisymulacja

kongruencja bisymulacja + rbwnowaznos¢
indukcja koindukcja
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Koalgebry

Scislej

Niech F : S — S - funktor. F — koalgebra lub F — system to
para (S, ag), gdzie S - zbiér standw, oraz ag: S — F(S). S
nazywamy nosnikiem systemu, ag to F — struktura tranzycyjna
lub po prostu struktura tranzycyjna systemu S.
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Koalgebry

Przyktad

Jak zwykle S bedzie zbiorem stanéw (P, Q, .. € S), na ktérym
dana jest rodzina relacji binarnych {%C S x S} zca.

Definiujemy funktor B(X) = p(Ax X) ={V | V C Ax X}.
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Koalgebry

Przyktad

Jak zwykle S bedzie zbiorem stanéw (P, Q, .. € S), na ktérym
dana jest rodzina relacji binarnych {%C S x S} zca.

Definiujemy funktor B(X) = p(Ax X) ={V | V C Ax X}.
System tranzycyjny moze by¢ reprezentowany jako

B — system (S, ag) poprzez:
as:S— B(S),s— {(as) | s> ).
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Koindukcja

Zasada dowodu koindukcyjnego
R - bisymulacja, S - system.
Vsses((s,8) e R=s=7¢)
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Definicje koindukcyjne

Przyktad 1 - “Zipujemy” strumienie

Niech F(S) = A x S - funktor systemu tranzycyjnego z
wyjsciem, (A>, (h, t)) - system.
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Definicje koindukcyjne

Przyktad 1 - “Zipujemy” strumienie

Niech F(S) = A x S - funktor systemu tranzycyjnego z
wyjsciem, (A>, (h, t)) - system.

Niech zip : A> x A>* — A> spetnia:
<h7 t>(ZIp<a ’ V/? W>) = (aa Zip(W, VI>)'
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Definicje koindukcyjne

Przyktad 1 - “Zipujemy” strumienie

Niech F(S) = A x S - funktor systemu tranzycyjnego z
wyjsciem, (A>, (h, t)) - system.

Niech zip : A> x A>* — A> spetnia:
<h7 t>(ZIp<a ’ V/? W>) = (aa Zip(W, VI>)'

Czy prawda jest, ze zip(a>, b>) = (ab)>?
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Definicje koindukcyjne

Przyktad 1 - “Zipujemy” strumienie

Niech F(S) = A x S - funktor systemu tranzycyjnego z
wyjsciem, (A>, (h, t)) - system.

Niech zip : A* x A* — A> spehia:
<h7 t>(ZIp<a ’ V/? W>) = (aa Zip(W, VI>)'

Czy prawda jest, ze zip(a>, b>) = (ab)>?

Niech R C A>* x A* skfada si¢ z par:
{(zip(a>, b>), (ab)>), (zip(b>, &), (ba)) }.

Pokazemy, ze R jest bisymulacja, czyli
VaeA,(v,w)eRY Eviwdw = (v, w') € R.
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Definicje koindukcyjne
Przyktad 1 - “Zipujemy” strumienie

(h, t)(ZIp<a -V, W>) = (a7 zip(w, Vl))

Czy zip(a™>, b>) = (ab)>?

R= {<Zip<aoo7 boo>7 (ab)oo>, <Zip<boov aoo>7 (ba)oo>}
Pokazemy, ze R jest bisymulacja, czyli
VacawmerV =V iw 35w = (v, w)eR.

Rozwazmy pierwszg pare z R.
zip(a®, b>) 2 zip(b>®, &)
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Definicje koindukcyjne
Przyktad 1 - “Zipujemy” strumienie

(h, t)(ZIp<a -V, W>) = (a7 zip(w, Vl))

Czy zip(a™>, b>) = (ab)>?

R= {<Zip<aoo7 boo>7 (ab)oo>, <Zip<boov aoo>7 (ba)oo>}
Pokazemy, ze R jest bisymulacja, czyli
VacawmerV =V iw 35w = (v, w)eR.

Rozwazmy pierwszg pare z R.
zip(a®, b>) 2 zip(b>®,a>®) oraz (ab)™ 2 (ba)™.
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Definicje koindukcyjne

Przyktad 1 - “Zipujemy” strumienie

(h, t)(ZIp<a -V, W>) = (a7 zip(w, Vl))

Czy zip(a™>, b>) = (ab)>?

R= {<Zip<aoo7 boo>7 (ab)oo>, <Zip<boov aoo>7 (ba)oo>}
Pokazemy, ze R jest bisymulacja, czyli
VacawmerV =V iw 35w = (v, w)eR.

Rozwazmy pierwszg pare z R.

zip(a®, b>) 2 zip(b>®,a>®) oraz (ab)™ 2 (ba)™.
Ale (zip(b>, a>), (ba)>*) € R.
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Definicje koindukcyjne

Przyktad 1 - “Zipujemy” strumienie

(h, t)(ZIp<a -V, W>) = (av zip(w, Vl))

Czy zip(a™>, b>) = (ab)>?

R= {<Zip<aoo7 boo>7 (ab)oo>, <Zip<boov aoo>7 (ba)oo>}
Pokazemy, ze R jest bisymulacja, czyli
VacawmerV =V iw 35w = (v, w)eR.
Rozwazmy pierwszg pare z R.

zip(a>®, b)) 2 zip(b>, a®) oraz (ab)>® 2 (ba)™.
Ale (zip(b>, a>), (ba)>*) € R.

Podobnie dla drugiej pary.
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Definicje koindukcyjne

Przyktad 1 - “Zipujemy” strumienie

(h, t)(ZIp<a -V, W>) = (av zip(w, Vl))

Czy zip(a™>, b>) = (ab)>?

R= {<Zip<aoo7 boo>7 (ab)oo>, <Zip<boov aoo>7 (ba)oo>}
Pokazemy, ze R jest bisymulacja, czyli
VacawmerV =V iw 35w = (v, w)eR.

Rozwazmy pierwszg pare z R.
zip(a®, b>) 2 zip(b>®,a>®) oraz (ab)™ 2 (ba)™.
Ale (zip(b>, a>), (ba)>*) € R.

Podobnie dla drugiej pary.
Czyli znalezliSmy bisymulacje, wigc mamy dowdd.

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 2 - Konkatenacja strumieni (skonczonych lub nieskonczonych)

Niech - : AY x A — A“ spetnia:
a / . a / .
VS v viiw=w v]iw]

a ) a ’
vwiv.wvwidv.w vVWw]

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 2 - Konkatenacja strumieni (skonczonych lub nieskonczonych)

Niech - : AY x A — A“ spetnia:
a / . a / .
VS v viiw=w v]iw]

a ) a ’
vwiv.wvwidv.w vVWw]

Czy prawdg jest,ze v-e =¢-v = v?

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 2 - Konkatenacja strumieni (skonczonych lub nieskonczonych)

Niech - : AY x A — A“ spetnia:
a / . a / .
VS v viiw=w v]iw]
vV-w|

a ’ a ’
v-w=Vv.-wv-w=>Vv-w

Czy prawdg jest,ze v-e =¢-v = v?
Niech R = {(e¢- v, v)|v € AY}.

Wida¢, ze R jest bisymulacjg. Podobnie dla v - e.
Znalezlismy bisymulacje, wiec mamy dowdd.

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 2 - Konkatenacja strumieni (skonczonych lub nieskonczonych)

Niech - : AY x A — A“ spetnia:
vav viiwdw v]iw]

a ) a )
vwiv.wvwlidv.w v-wl

Czy ta konkatenacja jest tgczna?

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 2 - Konkatenacja strumieni (skonczonych lub nieskonczonych)

Niech - : AY x A — A“ spetnia:
vav viiwdw v]iw]
v-w|

a , ) a , ’
v-w—-Vv -w Vv-wW—VvV - -W
Czy ta konkatenacja jest tgczna?

Niech R={((u-v)-w,u-(v-w))|u,v,w e A°}.

R jest bisymulacja, ale tatwiej pokazac, ze
S=RU{(u,u)|u € A“} jest bisymulacja.

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 2 - Konkatenacja strumieni (skonczonych lub nieskonczonych)

viiwdw v]iw]|

a .
V -V
vV-w|

a ’ a ’
v-w=Vv.-wv-w=>Vv-w

Czy ta konkatenacja jest taczna?
S={{(u-v)-w,u-(v-w))lu,v,we A} U{(u,u)|u € A¥}

Sa trzy mozliwosci:

Q (u,u)

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 2 - Konkatenacja strumieni (skonczonych lub nieskonczonych)

viiwdw v]iw]|

a .
V -V
vV-w|

a ’ a ’
v-w=Vv.-wv-w=>Vv-w

Czy ta konkatenacja jest taczna?
S={{(u-v)-w,u-(v-w))lu,v,we A} U{(u,u)|u € A¥}

Sa trzy mozliwosci:

Q (u,u)

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 2 - Konkatenacja strumieni (skonczonych lub nieskonczonych)

viiwdw v]iw]|

a .
V -V
vV-w|

a ’ a ’
v-w=Vv.-wv-w=>Vv-w

Czy ta konkatenacja jest taczna?
S={{(u-v)-w,u-(v-w))lu,v,we A} U{(u,u)|u € A¥}

Sa trzy mozliwosci:
@ (u,u) - oczywiste
Q ((e-v) wee-(v-w)>

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 2 - Konkatenacja strumieni (skonczonych lub nieskonczonych)

viiwdw v]iw]|

a .
V -V
vV-w|

a ’ a ’
v-w=Vv.-wv-w=>Vv-w

Czy ta konkatenacja jest taczna?
S={{(u-v)-w,u-(v-w))lu,v,we A} U{(u,u)|u € A¥}

Sa trzy mozliwosci:
@ (u,u) - oczywiste
Q ((e-v) wee-(v-w)>

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 2 - Konkatenacja strumieni (skonczonych lub nieskonczonych)

viiwdw v]iw]|

a .
V-V
vV-w|

a ’ a ’
v-w=Vv.-wv-w=>Vv-w

Czy ta konkatenacja jest taczna?
S={{(u-v)-w,u-(v-w))lu,v,we A} U{(u,u)|u € A¥}

Sa trzy mozliwosci:

@ (u,u) - oczywiste
Q ((e-v) we-(v-w)>-(e-v)- w=v-w=c¢€-(v-w),czyli

jestesmy (u, u)

Q (u-v) - wu-(v-w)),ue

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 2 - Konkatenacja strumieni (skonczonych lub nieskonczonych)

viiwdw v]iw]|

a .
V-V
vV-w|

a ’ a ’
v-w=Vv.-wv-w=>Vv-w

Czy ta konkatenacja jest taczna?
S={{(u-v)-w,u-(v-w))lu,v,we A} U{(u,u)|u € A¥}

Sa trzy mozliwosci:

@ (u,u) - oczywiste
Q ((e-v) we-(v-w)>-(e-v)- w=v-w=c¢€-(v-w),czyli

jestesmy (u, u)

Q (u-v) - wu-(v-w)),ue

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 2 - Konkatenacja strumieni (skonczonych lub nieskonczonych)

viiwdw v]iw]|

a .
V -V
vV-w|

vwaivow v wiv.ow
Czy ta konkatenacja jest taczna?
S={{(u-v)-w,u-(v-w))lu,v,we A} U{(u,u)|u € A¥}
Sa trzy mozliwosci:
@ (u,u) - oczywiste
Q ((e-v) - we-(v-w)>-(e-v)-w=v-w=¢€-(v-w),czyli
jestesmy (u, u)
Q (u-v)-w,u-(v-w),u#e-u->u,wiec
(u-v) - w W -v)-worazu-(v-w) 3> v - (v-w),czyli
pozostajemy w R.

Znalezlismy bisymulacje, wiec mamy dowdd.
Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 3 - Dodawanie liczb naturalnych (w systemie unarnym)

Niech @ : {1}¥ x {1}*¥ — {1}* spetnia:

n—n nlim—m n|im]|
nem—-nomném—-ndm’ ném|’
gdzie s(n) — n, s - nastepnik.

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 3 - Dodawanie liczb naturalnych (w systemie unarnym)

Niech @ : {1}¥ x {1}*¥ — {1}* spetnia:

n—n nlim—m n|im]|
nem—-nomném—-ndm’ ném|’
gdzie s(n) — n, s - nastepnik.

Czy0em=m?

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 3 - Dodawanie liczb naturalnych (w systemie unarnym)

Niech @ : {1}¥ x {1}*¥ — {1}* spetnia:

n—n nlim—m n|im]|
nem—-nomném—-ndm’ ném|’
gdzie s(n) — n, s - nastepnik.

Czy 0 ® m = m? Tak (jak konkatenacja z ¢)

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 3 - Dodawanie liczb naturalnych (w systemie unarnym)

Niech @ : {1}¥ x {1}*¥ — {1}* spetnia:

n—n nlim—m n|im]|
nem—-nomném—-ndm’ ném|’
gdzie s(n) — n, s - nastepnik.

Czy 0 ® m = m? Tak (jak konkatenacja z ¢)

Czy s(n) & m=s(n®& m)?

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 3 - Dodawanie liczb naturalnych (w systemie unarnym)

Niech @ : {1}¥ x {1}*¥ — {1}* spetnia:

n—n nlim—m n|im]|
nem—-nomném—-ndm’ ném|’
gdzie s(n) — n, s - nastepnik.

Czy 0 ® m = m? Tak (jak konkatenacja z ¢)

Czy s(n) ® m = s(n® m)? Tak, bo
R ={(s(n)@ m,s(n® m))} U{(n,n)} jest bisymulacja.

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 3 - Dodawanie liczb naturalnych (w systemie unarnym)

n—n nlim—m n|im]|

nem—-nomném—-nodm’ ndm)|’
gdzie s(n) — n, s - nastepnik.

Czy to dodawanie jest przemienne?

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 3 - Dodawanie liczb naturalnych (w systemie unarnym)

n—n nlim—m n|im]|
nem—-nomném—-nodm’ ndm)|’
gdzie s(n) — n, s - nastepnik.

Czy to dodawanie jest przemienne?
Najpierw pokazemy, ze n® s(m) = s(n) @ m.
R = {(n®s(m),s(n)® m)}U{(n,n)} jest bisymulacja.

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Definicje koindukcyjne

Przyktad 3 - Dodawanie liczb naturalnych (w systemie unarnym)

n—n nlim—m n|im]|
nem—-nomném—-nodm’ ndm)|’
gdzie s(n) — n, s - nastepnik.

Czy to dodawanie jest przemienne?
Najpierw pokazemy, ze n® s(m) = s(n) @ m.
R = {(n®s(m),s(n)® m)}U{(n,n)} jest bisymulacja.

Korzystajac z tego otrzymujemy, ze Q = {(n@® m,m & n)} jest
bisymulacja.

Znalezlismy bisymulacje, wiec mamy dowdd.

Grzegorz Maj
Bisymulacja



Dziekuje za uwage




