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@ Gramatyki



typ Jjezyki automaty gramatyki
typ O rekurencyjnie maszyny ?
przeliczalne Turinga
typ 1 kontekstowe ? ?
typ 2 | bezkontekstowe | automaty | bezkontekstowe
ze stosem
typ 3 regularne automaty regularne

skoiczone




Gramatyka (typu O

g = (A7 N7 57 a)

A to skonczony zbiér symboli koficowych (terminalnych)

N to skohczony zbiér symboli niekoficowych (nieterminalnych), AN N =

@ S € N to symbol poczatkowy

a C (AUN)T X (AU N)* to skohczony zbiér regut przepisywania (produkcji)

Reguty (v, v’) € a bedziemy zapisywaé v —»g v/ albo v — v’.

Reguty rozszerzamy do relacji —»»g C (AU N)* x (AU N)*:
w—ngw <= 3Iv-—gVv)€a, Jutc(AUN)*, w = uvt, v = uv't
i domykamy zwrotno-tranzytywnie: w —»g w’ wtw. gdy istnieje ciag

W = Vg —Hg Vi —»g...—»g Vn = W, n>0

zwany wyprowadzeniem (wywodem) w’ z w (w gramatyce G).



Jezyk generowany przez gramatyke

Jezyk generowany przez gramatyke:

L(G) = {weA* : S—mgw}

Gramatyka G:

A = {a,b,c} S—e X — aBXc Ba — aB
= {§5,X,B} S —X X — abc Bb — bb

=2
|

L(G)

Il
-~




Maszyny Turinga a gramatyki

Twierdzenie
Jezyki czesciowo rozstrzygalne to jezyki generowane przez gramatyki.

Dowéd:

o gramatyka G ~» maszyna Turinga M: maszyna symuluje gramatyke ,wstecz”
Vv —»g w <= qw —\ qv,

zaczyna w konfiguracji g w, akceptuje ,w konfiguracji gS”. Wiec L(G) = L(M).

@ maszyna Turinga z taséma jednostronnie nieograniczona ~» gramatyka:

Faza 1: S —»g Swigr,alvB w,v € (T —{B})*, ae T —{B}
Faza 2: blg',c] — [q,a] ¢ jesli (g,a,9’,b, =) €6
l¢',c]b— clq, 4] jesli (q,a,q',b,<-) €6
blg',B] — [q,B] jesli (q,B,q',b,—) €6
[q',c] bB — c[q, B] jesli (q,B,q’, b,<-) €6

$[go,a] — $a
aB — a



Nierozstrzygalnos¢ gramatyk

Problem stéw

Dane: gramatyk G i dwa stowa v, w

Wynik:  czy v —»g w ?

Problem stéw jest nierozstrzygalny.

Dowdd:

Redukujemy problem stopu do problemu stéw:

funkcja obliczalna: maszyna M, stowo w +——  Gistowa S,w
poprawnos¢: welLM) <<= S—mgw J

Czy problem stéw jest czeSciowo rozstrzygalny?




© Jezyki kontekstowe



typ Jjezyki automaty gramatyki
typ O rekurencyjnie maszyny ?
przeliczalne Turinga
typ 1 kontekstowe ? ?
typ 2 | bezkontekstowe | automaty | bezkontekstowe
ze stosem
typ 3 regularne automaty regularne

skoiczone




Gramatyki i jezyki kontekstowe

Gramatyka G = (A, N, S, a) jest kontekstowa jesli produkcje sa postaci:
oS —e¢
o uXv — uwyv XeN, uv,we(AUN)*, w#e Sé¢w

Pytanie

Gramatyka G:

A
N

{a, b, c} S—e¢ X — aBXc Ba — aB
{S, X, B} S— X X — abc Bb — bb

L(9)

{a"b"c" : neN}

Jak przerobi¢ te gramatyke na gramatyke kontekstowa?

| A\

Odpowiedz

Pomyst jest nastepujacy:
Ba —: B3 Ba — BB
Bz — B3 BB —; aB

A\




Gramatyki monotoniczne

Gramatyka G = (A, N, S, a) jest kontekstowa jesli produkcje sa postaci:
oS —e¢
o uXv — uwyv XeN, uv,we(AUN)*, w#e Sé¢w

Gramatyka G = (A, N, S, a) jest monotoniczna jesli produkcje sa postaci:
oS —e¢
oV —w v <|w|, Sé¢w

Twierdzenie

Gramatyki kontekstowe i monotoniczne rozpoznaja te same jezyki.

Dowéd:

Jow.



Maszyny liniowo ograniczone

Maszyna Turinga jest liniowo ograniczona jesli nigdy nie pisze na pozycji taSmy zajetej
przez symbol B. Czyli zabraniamy przej$¢ postaci:

(¢,B,q’,a,x) a#B



Maszyny liniowo ograniczone a gramatyki monotoniczne

Twierdzenie

Jezyli kontekstowe to jezyki rozpoznawane przez niedet. maszyny liniowo ograniczone

Dowdd:

@ gramatyka G ~» maszyna Turinga M: maszyna symuluje gramatyke ,wstecz”

vV —g w = qw — qv,

zaczyna w konfiguracji g w, akceptuje ,w konfiguracji gS"”. Wiec L(G) = L(M).

@ maszyna Turinga z taSma jednostronnie nieograniczona ~» gramatyka:

Faza 1: S —»g Swigr,alvB w,ve (T —{B}))*, ae T—{B}

Faza 2: blg',c] — [q,3] jesli (q,a,4',b, ) €4

lq',clb— cla, 3] jesli (g,a,9',b,<-) €6
b[q/»B] — [qu]
[ql7 C] bB — ¢ [q7B]
$[qo,a] — %a
aB — a

jesli (q,B,q',b,—) €6
jesli (q,B,q',b,<) €6



Nie)rozstrzygalnos¢ gramatyk monotonicznych

Problem stéw jest rozstrzygalny dla gramatyk monotonicznych.

Wiec problem stopu jest rozstrzygalny dla liniowo ograniczonych maszyn Turinga.

Twierdzenie

Problem (nie)pustosci jest nierozstrzygalny dla jezykéw kontekstowych.

Dowaéd:

Dla ustalonej instancji PCP, zbiér rozwiazan jest jezykiem kontekstowym.

funkcja obliczalna: instancja PCP x — Gx
poprawnos$é: X ma rozwigzanie <=  L(Gx) # 0 J

Czy problem (nie)pustosci jest czgsciowo rozstrzygalny?




typ Jjezyki automaty gramatyki
typ O rekurencyjnie maszyny typu O
przeliczalne Turinga
typ 1 kontekstowe maszyny liniowo ogr. kontekstowe/monotoniczne
typ 2 | bezkontekstowe automaty bezkontekstowe
ze stosem
typ 3 regularne automaty regularne

skofczone




© Automaty z licznikami



Automaty z licznikami

A = (AQIF, C,J)
o A - alfabet
@ Q — skoniczony zbiér stanéw
e | C Q — stany poczatkowe
e F C @ — stany akceptujace

o C — skonczony zbiér licznikéw

6 C Qx(AU{e}) x {ct+,c——,c==0? : c€ C} x Q — relacja przejscia

A=A{GC)LD
C = {c,d} s c==07; d==0?

[, d++

L(A) = ?




Automaty z licznikami sa réwnowazne maszynom Turinga

Twierdzenie

Jezyki czesciowo rozstrzygalne to jezyki rozpoznawane przez automaty z licznikami.

Dowéd (idea):

Maszyna Turinga ~» automat z 3 licznikami:

q
\Y
[(BIB[BJ1[1JOo1]J1[0[1[B]B]
q
\Y
[(1]1Jo] [LI]1]OJ1]
6 =4 4+2 40 1 +2+0+8 =11

Potrzebne operacje na licznikach:

parz(c)? nparz(c)? c=c>>1 c=c<<1



Maszyna Turinga ~» automat z licznikami

Potrzebne operacje na licznikach:

parz(c)? nparz(c)? c=c>>1 c=c<<1

c==07

c==07

start — c——; d++; d++
start —

c——; d++



Automaty z 2 licznikami

Twierdzenie

Automaty z 2 licznikami potrafia symulowaé automaty z 3 licznikami.

Dowéd:
?

,Najprostszy” problem nierozstrzygalny

Dane: A — automat deterministyczny z 2 licznikami c1, ¢

Wynik:  czy A zatrzyma sie, jesli rozpocznie w konfiguracji (qo, c1 = 0, c2 = 0)?

Kiedy automat z licznikami jest deterministyczny?




@ Ztozonos¢ czasowa i pamieciowa



Czas i pamiec
n — dtugosé stowa wejsciowego. Rozwazamy funkcje f : N — N t.ze f(n) > log n.

klasa jezykéw | jezyki rozpoznawane przez

DTIME(f(n)) deterministyczna maszyne w czasie f(n)
NTIME(f(n)) niedeterministyczng maszyne w czasie f(n)

DSPACE(f(n)) | deterministyczna maszyne w pamieci f(n)

NSPACE(f(n)) | niedeterministyczng maszyne w pamieci f(n)

Czy wystarczy ograniczy¢ sie do obliczalnych funkcji 7

Twierdzenie

Weszystkie klasy sa wtasciwymi podklasami jezykéw rozstrzygalnych.

Dowad:
Lp = {w: weLeg(Mu)}.
Niech L(Mw) = Lp. Jesli L<f(Mw) = Lp, to

weLcf(Mw) <= weLop(Mu).



Hierarchia

Twierdzenie

o DTIME(f(n)) C NTIME(f(n)) C DSPACE(f(n)) C NSPACE(f(n))

o NSPACE(f(n)) C U, DTIME(2<f(") = DTIMEQ2C(F(n)) zalozenie!

EXPSPACE = | JDSPACE(2™) = [ JNsPACE(2"")
c c
NEXPTIME = | JNTIME(2")
c
EXPTIME = | JDTIME(2"")
c
PSPACE = |_J DSPACE(n®) = | NsPACE(n°)
[ [
NP = NPTIME = | JNTIME(n®)
[
P = PTIME = [_JDTIME(n®)
[
NL = NLOGSPACE = NSPACE(log(n))

L = LOGSPACE = DSPACE(log(n))



typ jezyki automaty gramatyki klasa ztozonosci
typ O rekurencyjnie maszyny dowolne
przeliczalne Turinga

typ 1 kontekstowe maszyny liniowo kontekstowe/ NSPACE(n)
ograniczone monotoniczne

typ 2 | bezkontekstowe automaty bezkontekstowe C PTIME
ze stosem

typ 3 regularne automaty regularne NSPACE(1)/
skonczone DSPACE(1)




W nastepnym odcinku:

Czas wielomianowy i pamie¢ wielomianowa:

PSPACE = | JDSPACE(n®) = | JNSPACE(n®)

c

(=}
NP = NPTIME = | JNTIME(n®)
c

P = PTIME = | JDTIME(n®)
[
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