Jezyki, automaty i obliczenia

Wyktad 10: Maszyny Turinga

Stawomir Lasota

Uniwersytet Warszawski

4 maja 2016




@ Maszyny Turinga



Maszyny Turinga

(Niedeterministyczna) maszyna Turinga M = (A, Q,qo,F, T,B,4)
o A — alfabet wejsciowy

@ Q — zbidér stanéw

@ go € Q — stan poczatkowy

o F C Q — stany akceptujace (bez u.o. jeden stan akceptujacy)
o T — alfabet tasmowy, AC T

o Be T — A—symbol pusty (ang. blank)

00 C QXTXQXTx{+, ©,—}—relacja przejscia

Co oznacza przejscie?

(g,a,q’,a’, k) € §: zmien stan z g na ¢, czytaj a, zapisz a’ , zmien pozycje wg. k

Konfiguracja poczatkowa maszyny M wyglada tak:

— %) —
(B[B[B[a[bJaJa[b[a[b[B[B|]




Przyktad

o A = {ab}
e @ = {start,starta, starty, ret, go, go,, g0p, 804, g0}, ret’, check, ok}
@ go = start
o F = {ok}

o T = AU {B,#}

o relacja przejscia (na nastepnym slajdzie)

§:QXT—=>PQRXTx{+,0,—})

Jaki jezyk rozpoznaje ta maszyna? I




Przyktad (relacja przejscia

a b B #
start | (starta,#,—)  (startp, #,—) (ok,B, ©)
start | (starta,a, —) (starta, b, =) ?
(ret7 #7 %)
startp | (startp,a,—)  (startp, b, —) ?
(r6t7 #7 (7)
ret (ret, a, ) (ret, b, <) (go, #,—)
go (go.;n #7 *)) (g0b7 #’ H) (Che(:k» #7 O )
80, (go.;n a, _)) (g037 b7 _)) (gol.;n #7 _>)
g0p (gol:n a, _>) (g0b7 b, _>) (go,bv #, _>)
gol, | (ret’,#,¢+) i ? (g0, #,—)
go;, [ (ret,7 #75) i (go;},#,—>)
ret’ (ret, a, ) (ret, b, ) (check, B, —) (ret’, #, <)
check ? ? (ok,B, ©) (check, #, —)



Przyktad (jezyk

LM) = {ww : we A"}

Jak zmodyfikowaé maszyne M, aby obliczata funkcje:

w = ww?

Relacja przejscia

0 C (QR—{ok} )X TxQxXxTX{+,0O,—}



Tasma jest nieskonczona w obydwie strony.

Zawarto$¢ tasmy reprezentuje zawarto$¢ pamieci maszyny: nie nieskonczong, ale
dowolnie duza skofczona.

Bez u.o. mozemy zatozy¢, ze maszyna nigdy nie zapisuje symbolu B; wtedy B
oznacza ,nieuzywane’ pozycje tasmy.

Poza obszarem uzywanym przez maszyne, na wszystkich pozycjach tasmy jest
symbol B.

Nieistotne, na ktérej pozycji tasmy zaczyna sie obszar uzywany przez maszyne
(przesuniecie tego obszaru w prawo lub w lewo nic istotnego nie zmienia).



Konfiguracje

Zapisujac konfiguracje, pomijamy nieskonczenie wiele symboli B poza obszarem
odwiedzonym przez maszyne, i poza sfowem wejéciowym:

— —

[(B[B[B[a[b[aJa[b[a[b[B[B]

(g,a)baabab albo gabaabab

Formalnie, konfiguracja maszyny M to

c = wgw eT*QT*

gabaabab = Bgabaabab = gabaababB = BBqgabaababB = ...

Konfiguracje poczatkowa: ¢ = qo w (w € A* to stowo wejsciowe)

Konfiguracje akceptujace: T*FT* = {wqw’ : g€ F; w,w' € T*}



Jezyk rozpoznawany przez maszyne

Przejécia pomiedzy konfiguracjami ¢ —pq ¢’: (w,veT)
o jesli (g,a,9’,a’, D) €6 to
wgav —pwqg av
o jesli (g,a,q',a',—) € to
wgav —pwa' g v
o jesli (g,a,q',a',+) € to

wbgav —p wq' ba' v

gqabaabab = Bgabaabab = gabaababB = BBgabaababB = ...

Jezyk rozpoznawany przez maszyne M:

L(M) = {we A" : qow —, c dla jakiej$ konfiguracji akceptujacej c }



Dwukierunkowe automaty skonczone

Automaty dwukierunkowe to. .. maszyny Turinga, ktére nie moga pisaé¢ na tasmie.



Jezyki rekurencyjnie przeliczalne

Klasa jezykéw rozpoznawanych przez maszyny Turinga:
o jezyki czesciowo rozstrzygalne

o jezyki rekurencyjnie przeliczalne

Hierarchia Chomsky'ego:

(typ 0) jezyki rekurencyjnie przeliczalne
(typ 1) jezyki kontekstowe
(typ 2) jezyki bezkontekstowe

(typ 3) jezyki regularne



© Deterministyczne maszyny Turinga



Przyktad (maszyna deterministyczna)

L(M) = {a"ba" : neN}

a b B #
start_, | (cont—,#,—) (check, b,—) (‘nok ,B, ©) (‘nok ,#, ©)
cont_, (cont—,a,—) (cont-,b,—) (start—,B,«) (start—,#,+)
start | (conte,#,+) (nok ,b, O) (nok ,B, ©) (‘nok ,#, O)
conte | (cont,a,+) (conte,b,<) (nok,B, O) (start,#,—)
check (nok ,a, O) (‘nok , b, ) (‘nok ,B, O) (ok, #, ©)

6:(Q—A{ok, nok } ) x T = QxTX{+,0,—}



Czy te maszyne mozna zdeterminizowac?’

a b B #
start | (starta,#,—)  (startp, #,—) (ok,B, ©)
start | (starta,a, —) (starta, b, =) ?
(ret7 #7 %)
startp | (startp,a,—)  (startp, b, —) ?
(r6t7 #7 (7)
ret (ret, a, ) (ret, b, <) (go, #,—)
go (go.;n #7 *)) (g0b7 #’ H) (Che(:k» #7 O )
80, (go.;n a, _)) (g037 b7 _)) (gol.;n #7 _>)
g0p (gol:n a, _>) (g0b7 b, _>) (go,bv #, _>)
gol, | (ret’,#,¢+) i ? (g0, #,—)
go;, [ (ret,7 #75) i (go;},#,—>)
ret’ (ret, a, ) (ret, b, ) (check, B, —) (ret’, #, <)
check ? ? (ok,B, ©) (check, #, —)



Czy dla kazdej maszyny Turinga istnieje réwnowazna maszyna deterministyczna?




© Warianty maszyn Turinga



Warianty maszyn Turinga

Maszyny z:
o tasmga jednostronnie nieskohczona
o wieloma tadmami
PRI .
o ,tasma” wielowymiarowa



Maszyny z taSma jednostronnie nieskonczong

Czy maszyna z taSma jednostronnie nieskonczong potrafi symulowa¢ maszyne z tasma
dwustronnie nieskoficzona?




Maszyny wielotasmowe

SCQAXTEXx QX T?2x {+,0,=)?

Czy maszyna jednotasmowa potrafi symulowaé maszyne wielotaSmowa?

o | <R




Maszyny z tasma dwuwymiarowa

[l ic=l sl R=c]Resl i
B B e |8 &
5B 8| e o|v|&E
H e vy |o|s
& o|o|e|o|&
B o|v|o|o|&E
o1 <a |&
Blo|lo|lv|v |
HBlo|lv|lov|lov|E
Blo|o|o|v |8
B0 | B 8 8w
[s=1==ls=lRecResl il

§ CQOXTXQXTx{—, 0,—,1,1}

Czy maszyna z taSma jednowymiarowa potrafi symulowaé maszyne z tasma
dwuwymiarowa?

[(Fla[#[a[b[bJc[bJa[b[b]#[afafalc[b]




Modele obliczehn réwnowazne maszynom Turinga

e gramatyki typu O
@ automaty wielostosowe
@ maszyny (automaty) licznikowe

@ automaty z kolejka

@ maszyny RAM (ang. random access machines) albo maszyny rejestrowe

@ rachunek X\



© Teza Churcha-Turinga: maszyny Turinga a obliczalnos¢



Jezyki jako problemy decyzyjne

Jezyki bedziemy utozsamia¢ z problemami decyzyjnymi (zadaniami obliczeniowymi).

Dane wejsciowe: graf skierowany G

Wynik: rozstrzygnaé, czy G ma cykl Hamiltona?

Graf mozna opisa¢ jako stowo nad A = {0,1, #}, np. 110#101#001

Ogodlnie, jezyk L C A* mozna utozsamié z nastepujacym zadaniem obliczeniowym:

Dane wejsciowe: w e A"

Wynik: rozstrzygnaé, czy w € L?



Maszyny Turinga a obliczalnosé

Teza Churcha-Turinga:

jezyki rozpoznawane problemy, dla ktérych istnieje
(problemy obliczane) = efektywny algorytm, przy zatozeniu
przez maszyny Turinga nieograniczonych zasobdéw

albo:

Il
o

[ maszyny Turinga j komputery }

Watpliwosci:

nieskofczono$é tasmy?
alfabet tasmowy wiekszy niz rozmiar dysku?

liczba stanéw wieksza niz rozmiar dysku?

niedeterminizm?



Jezyk uniwersalny (problem stopu)

Problem stopu

Dane: maszyna Turinga M nad alfabetem A i stowo w € A*

Wynik:  czy w € L(M) ?

Maszyne M mozna opisa¢ jako stowo
kOdM € {07 17 #}*7
na przykfad

004£000000:0010004£00001 1#00044:0001004001#0100004£ 1004001 #44 . . .

Nie ma istotnej réznicy miedzy programem a dana...

Czy alfabet {0,1,#} mozna zmiejszy¢?




Jezyk uniwersalny i maszyna uniwersalna

Bez u.o. mozemy ograniczy¢ sie do maszyn, ktérych alfabet tasmowy T = {0, 1,B}.
Faktycznie, stowo nad alfabetem T — {B} = {a, b, c, d} mozna zapisa¢ jako stowo
nad {0,1}, na przyktad:

abcad = 1000 0100 0010 1000 0001
Jezyk uniwersalny (problem stopu):
{ M,w) : welLM)}

{kodp$w @ we (M)} C {0,1,#,%}"

Twierdzenie

Jezyk uniwersalny jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowdd:

Uniwersalna maszyna Turinga:

000100 $
00#0000004#0010004000011#0004##000100#001#0100004#100#001#4 . . .
...$0010101010101111101011



W nastepnym odcinku:

Obliczalno$¢ i nieobliczalnosé
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