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© Gramatyki bezkontektowe



Gramatyka bezkontekstowa

g = (AN,S,a)

@ A to skonczony zbiér symboli koficowych (terminalnych)

N to skohczony zbiér symboli niekofncowych (nieterminalnych), AN N =0

S € N to symbol poczatkowy

a C N x (AU N)* to skoniczony zbiér regut przepisywania (produkcji)

Reguty (X, v) € a bedziemy zapisywaé X —sg v albo X — v.

Reguty rozszerzamy do relacji —g C (AU N)* x (AU N)*:

w—gw <= IFIX-—gvVv)Ea Jute(AUN)". w = uXt, w = uvt

i domykamy zwrotno-tranzytywnie: w —»g w’ wtw. gdy istnieje ciag
W = vg—3gVLi—>G ... —g Vn = W, n>0

zwany wyprowadzeniem (wywodem) w’ z w (w gramatyce G).



Jezyki bezkontekstowe

Jezyk bezkontekstowy to jezyk generowany przez gramatyke:
L(G) = {weA" : §S—»gw}

Przyktad

Gramatyka G = (A, N, R, a):
o A = {ab,c}
o N = {P,R}
{(R,RR), (R,P), (P,aPa), (P,bPb), (P,e) }
R—RR|P
P— aPa|bPb|e

e a =

Stowo aaaabb € L(G), poniewaz ma wyprowadzenie:

R—¢RR —gaPaR —gaaPaaR —gaaaaR —g
aaaaP —g aaaabPb—g aaaabb

L(G) = 7 )




Jednoznacznosé

Czy kazde sfowo ma co najwyzej jedno wyprowadzenie w gramatyce?

Nie, np.
S—SS|e

Czy dla kazdej gramatyki istnieje réwnowazna gramatyka spetniajaca ten warunek?




Przyktady jezykéw bezkontekstowych

o palindromy nad {a, b}:
P—aPa|bPb|a|b|e

e {a"b" : neN}
X — aXb | e

o {we{ab}* : #w(a) = #w(b)}
X —s aXb | bXa | XX | &

@ wyrazenia arytmetyczne:
S—S+1]1 W—w W|W+W|W)|0]|1
I—1-C|C
C—(S)]0]1

@ poprawnie zbudowane wyrazenia nawiasowe:

W — WW [ [W] [ (W) | (W) |e



Jezyki regularne sa bezkontekstowe

Kazdy jezyk regularny jest bezkontekstowy. I

Dowéd:

Niech A = (A, Q,{qo}, F, ). Definiujemy gramatyke G = (A, N, S, a):
o N = Q
S = qo

oa = {(q,2aq) : (9,a,9')€d} U {(q,¢) : g€ F}

weLG) < qo—ngw <— HqGF.g(qo,W,q) — welL(A)



Wyprowadzenia lewostronne

Wyprowadzenie:

w—gw < IX-—gv)€a, uutc(AUN)".w = uXt, v = uvt

w—»gw <= In>0, vo,...,Vn. W = Vg —G VI —3G ... —3g Vn = W

Wyprowadzenie lewostronne:

Wi)gwl <~ IX —gv)€Ea, UEA",te(AUN)".w = uXt, v = uvt

L
W—)-)ng <~

R—L>g RR i>g aPaR i>g aaPaaR —L>g aaaaR#g

aaaaP —L>g aaaabPb i>g aaaabb

Wyprowadzenie prawostronne?

Jesli w —»g w' € A* to w —L»g w'.




Jezyk bezkontekstowy jako najmniejszy punkt staty

Jezyk palindroméw nad A = {a, b}, generowany przez gramatyke
X —gaXa|bXb]|e,
jest najmniejszym jezykiem L C A* spetniajacym warunek:

L D {a}L{a} U {b}L{b} U {c}.

Czyli L jest najmniejszym punktem statym funkcji monotonicznej

L~ {a}L{a} U {b}L{b} U {c} : P(A*) = P(A").

Jak te obserwacje uogdlni¢ do gramatyk o wiecej niz jednym nieterminalu?




© Jezyki bezkontekstowe a drzewa



Drzewa wyprowadzen

Drzewo to T C N*
o zamkniety na prefiksy: Vw,v e N*. wwe T = we T
o zamkniety ,w lewo”: VweN* i jeNwieT, j<i = weT

Drzewo nad X to para (T,/), gdzie | : T — X.

Niech ¢ = (A, N, S, ). Drzewo wyprowadzenia (wywodu) w gramatyce G to drzewo
nad AUNU {e} t.ze

@ S jest etykieta korzenia

o dla kazdego wierzchotka drzewa o etykiecie X,
X
/ ‘ \ )‘(
X X . Xn
! 2 albo €

X—)g X1X2...Xn

X—)gE
Xi,..., Xn EAUN

Plon drzewa wyprowadzenia to stowo w € (AU N)* otrzymane z etykiet lisci, w
kolejnosci leksykograficznej (od lewej do prawej), pomijajac ¢.



Wyprowadzenia a drzewa wyprowadzen
Przyktad

Drzewo wyprowadzenia dla aa b b: \

~
TN

" —TV—TV—%
"—DV—V—D

Fakt

Niech w € A*.
w € L(G) wtw. gdy w jest plonem drzewa wyprowadzenia w gramatyce G.

| A

Dowaéd:
<=: indukcja ze wzgledu na gtebokos¢ drzewa

—>: indukcja ze wzgledu na dtugos¢ wyprowadzenia, korzystamy z obserwacji:
jesli wv —»g uto u = uy uz dla pewnych ug,uz € (AU N)* t.ze

w —g U1 i vV —»g U2.



Jednoznacznosé

Czy kazde stfowo ma co najwyzej jedno drzewo wyprowadzenia w gramatyce?

Nie, np.
S—SS|e

Czy dla kazdej gramatyki istnieje rownowazna gramatyka jednoznaczna, tzn. taka, w
ktérej kazde stowo ma co najwyzej jedno drzewo wyprowadzenia?

Nie, oto jezyk niejednoznaczny:

L = {a"b"c™d™ : n,me N} U {a"b"c™d" : n,me N}



Gramatyki bezkontekstowe a automaty na drzewach

drzewa wyprowadzen

bezglgr:;zt;we [ automaty na drzewach ]

plony




Automat na drzewach ~— gramatyka bezkontekstowa

Twierdzenie

Niech A = (A, Q, I, F,8) automat na drzewach. Jezyk

plony(L(A)) = {plon(t) : te€ L(A)}

jest jezykiem bezkontekstowym.

Dowéd:
Definiujemy gramatyke bezkontekstowa G = (A, N, S, a):
o N = QxA U {S}
@ zbiér regut a:
S—sge <= INF#£0
S —g(g,a) < qel
(g,2) —¢g (q1,21)...(gn,an) < (9,2,q1...qn) €0 (arnosé(a) = n)
(g,8) —ga < IweF". (q,a,w)€d

w € L(G) < istnieje drzewo wyprowadzenia sfowa w w gramatyce § <
3t. A ma bieg akceptujacy nad t A plon(t) = w <= w € plony(L(A))



Gramatyka bezkontekstowa > automat na drzewach

Twierdzenie

Niech G = (A, N, S, o) gramatyka bezkontekstowa. Zbior
dw(G) = {wszystkie drzewa wyprowadzen stéw w € A* w gramatyce G}

jest regularnym jezykiem drzew.

Konieczna poprawka!

W drzewie wyprowadzenia zastap kazda etykiete X € N przez odpowiednia regute.

Przyktad

R—g RR
/ \
R—)gP R—)gP
\ \
P—gaPa P—¢gbPb

/ \ \ / \ \

a P —ge a b P—ge b

Dodatkowo, dla uproszczenia pozbadzmy sie lisci ¢.



Gramatyka bezkontekstowa +— automat na drzewach (dowdd)

Twierdzenie
Niech G = (A, N, S, o) gramatyka bezkontekstowa. Zbiér

dw(G) = {wszystkie drzewa wyprowadzen stéw w € A* w gramatyce G}

jest regularnym jezykiem drzew.

Dowad:
Definiujemy automat na drzewach A = (B, Q,/,F,9):
e B = AU« arnosé(a) = 1, arnos¢((X,w)) = {1‘/:/" LIWL.?O
e Q = AUNU{qf}
o | = {S}
o F = {ar}

{(a,a,q¢) : a€ A} U
§ = {(X,(X,w),w) : (X,w)€a,|w|>0}U
{(Xv(X»E)MN) : (X,E)Ea}

teLl(A) < tedw(g)

A mozna uczyni¢ deterministycznym ,z géry w dét”.



Gramatyki bezkontekstowe a automaty na drzewach

drzewa wyprowadzen

be gkljr:::l?s/té o [automaty na drzewach ]
z n

plony

Czyli dla dowolnego regularnego jezyka drzew L, jezyk
drzewa wyprowadzen(plony (L))

jest deterministycznym ,,z géry w dét” regularnym jezykiem drzew. Sprzecznos$¢?



© Postaci normalne i problemy decyzyjne



Postaci normalne

Zatézmy, ze ¢ ¢ L(G).

Posta¢ normalna Chomskiego

X—a (acA) X —YZ (Y,Z€N)

Dowéd:
X —a (acA) X —w (weN¥)

Posta¢ normalna Greibach

X —aw (a€A weNY)

Czy mozna ograniczy¢ sie do |w| < 27 I




Problemy decyzyjne

Dane: Jjezyk bezkontekstowy L

Wynik:  czy L = 07

Uniwersalnos¢

Dane: jezyk bezkontekstowy L

Wynik: czy L = A*?

Dane: Jjezyki bezkontekstowe L, M

Wynik: czy L = M?




Problem przynaleznosci

Przynaleznos¢

Dane: Gramatyka bezkontekstowa G = (A, N, S, a) w postaci Chomskiego
i stowo a1 ...an

Wynik: czy aj...an € L7

Vij = {XEN: X —wga...a} (<))

Algorytm
dla i € {1...n}, V,",' = {XeN: X —ga}
dla i,je{l...n}, i<j, Vij = 0

powtarzaj dla 1 <i<j< k<n
Vik = Vix U {XeN:3Y,ZeN. (X,YZ)ea,YEV;;;Z€ Vji1,}

az do stabilizacji

wynik = (S € Vi)




W nastepnym odcinku:

automaty dla jezykéw bezkontekstowych
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