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Dlaczego akurat drzewa?

<html>
<head>
<title> ...</title>
</head>
<body>
<h1> ...</h1>
<table>
<tr>
<td> ...</td>
<td> ...</td>
<td> ...</td>
</tr>
<tr>
<td> .. .</td>
</tr>
</table>
</body>

</html>
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Drzewa — przyktady

A = {a,nil inc, cons} A = {abf.g)

cons ‘
N f
TN, 7N

a nil ‘ b/ \ ‘

inc

arnos¢(a) = 1 arnosé(a) = 1
arnos¢(nil) = 1 arnos¢(b) = 1
arnos¢(inc) = 1 arno$é(f) = 3

arnos¢(cons) = 2 arnoéé(g) = 2



cons
inc cons
inc a nil

cons(inc(inc(a(_))), cons(a(_ ), nil(_)))

Drzewa a termy

cons
inc cons
inc a nil

cons(inc(inc(a), cons(a, nil))

Jak narysowa¢ puste drzewo? I




Drzewa

Alfabet A z arnosciami:
arnos¢ : A — N\ {0}
Drzewo nad A to para t = (T, ), gdzie

T CN*, I:T—A

t.ze

o T jest zamkniety na prefiksy: w € T — we T
o jesli w € T iarnos¢(/(w)) = n, to

{i:wieT} ={0...n—1} albo {i-wieT} =10

W szczegd6lnym przypadku, gdy

arnos¢(a) = 1  dla wszystkich a € A,

otrzymujemy stowa nad A.




stowo ajaz ... an: bieg akceptujacy:

9o €l




Automaty na drzewach

A = (A Q,I,F,0), gdzie
§ C QxAxQ*

(g,a,w) € 6§ = |w| = arnosé(a)

Przyktad

o A = {a,nil,inc,cons} | |
do 90
arnosé(a) 1 \ |
SR — cons cons
arnos¢(nil) 1 VN N
arnosé(inc) = 1 a1 qo a2 d0
arnos¢(cons) = 2 / AN / N

° Q = {q0,41,92,93} | \ \ |

a1 q1 92 q0

o/ = {qo} i ‘ | ‘
o F = {q3} inc inc a nil
; \ \ \ \

e 6 = {(qo,cons, q190), (q1,inc, 1), an s B i

{(qo, cons, 42qo), - - -} | | \ |




Bieg na drzewie — przyktad

bieg akceptujacy automatu: przejScia automatu:
\ \ \
q0 cF q0 q0
\ \ \
cons cons cons
/. /7 N\ 7/ N\
q1 do q1 do q2 ]
/ AN / AN / AN
inc cons
q‘z qz/ \qo ‘ ‘ | ‘
q1 q1 q2 90
| / N \ | \ !
|r;c T n‘l| inc inc a nil
\ \ ‘ \
a2 a3 €l as el a1 a2 a3 a3
. | | | | |
a
\
as €l



Bieg akceptujacy automatu A na drzewie t = (T,/) nad A to funkcja

f: 7T = Q, gdzie T/ = Tu{wi : we T, 0<i<arnoéé(/(w))}
t.ze
° (f(W)z I(W)’ (f(Wi))0§i<arnoéé(l(w))) €6, dla kazdego w € T
o f(e) e F ‘
o f(w) €l, dlakazdegow e T'— T qo €F
\
cons
/N
a1 90
/ N
inc cons
| /N
a2 q2 q0
| J \
inc a nil
\ \ \
q2 q3 €/ g3 cl
| | |
a

Jezyk L(A) = ... Jezyki regularne drzew. s </



Deterministyczne automaty na drzewach

Automaty deterministyczne ,z géry w dét":

Vge Q,ac A Ilwe Q. (q,a,w) € 5,1 Q — Qarmose(a)

Automaty deterministyczne ,z dotu do géry™

Vace A we Qarnoéé(a). g € Q. (q7 a, W) cs 5a: Qarnoéé(a) = Q
\ \
do0 do0
\ \
cons cons
7/ N\ 7/ N\
q do q2 qo0



Determinizacja

Czy zachodzi determinizacja ,,z géry w dét” 7 I

Brak determinizacji ,z géry w dét":

\ [
f f

/N 2N
b b

Czy zachodzi determinizacja ,,z dotu do géry” ? I

Tak. Konstrukcja podzbiorowa.




Jezyki regularne drzew

Ktére z ponizszych jezykéw sa regularnymi jezykami drzew?

Ktére z nich sa deterministyczne ,z géry w dét” 7

A = {a,b}, arnos¢(a) = arnos¢(b) = 2
o b wystepuje doktadnie raz
@ b nie wystepuje ani raz
@ na kazdej $ciezce parzysta liczba a
@ na pewnej Sciezce parzysta liczba a

@ pod kazdym a jest b

A = {g,f,a,b,c}, arnos¢(g) = 3, arnos¢(f) = 2
arnosé¢(a) = arnosé(b) = arnos¢(c) = 1

o {f(a",b") : n>1}
o {g(c1,g(c2,g(...g(cn,c,cn),...),c2),c1) : c1,...,¢cn € {a,b}}



Twierdzenie Myhilla-Nerode'a dla stéw

Jezyk L stéw nad A okresla relacje réwnowaznosci w zbiorze A*:

wrpv = YueA'. (wueEL <= vuel)

Twierdzenie (Myhill-Nerode 1958)

Niech L C A*. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
o L jest regularny

@ ~; ma skonczony indeks

Czym jest ,sufiks” drzewa? Czym jest ,prefiks’ drzewa? Czym jest konkatenacja
drzew?

Konkatenacja w u jako podstawienie w do kontekstu _ u.



Kontekst C[x, y] Kontekst trywialny x

\
g/f\f X
f/ \ f/ \f
NN IN
|

X a

g
|
X

Kontekst jest liniowy jesli kazda zmienna wystepuje doktadnie raz.



&
c
9
=
T
i)
(2]
O
O
o

C[f(a, a), ]




Réwnowaznos¢ Myhilla-Nerode'a

Jezyk L drzew nad A okresla relacje réwnowaznosci w zbiorze drzew nad A:

t~pu < VC[x]. (Cltje L <= Clu]€l)

| |
f f
a/ \f a/ \f
‘ f/ \t ‘ f/ \
7\ 7\
| |

Czy mozna ograniczy¢ sie do kontekstéw liniowych C[x] ? I

u




Twierdzenie Myhilla-Nerode'a

Jezyk L drzew nad A okresla relacje réwnowaznosci w zbiorze drzew nad A:

t~pu <= VC[x]. (Cltje L < Clu]€l)

Twierdzenie

Dla jezyka drzew L nad A, nastepujace warunki sa réwnowazne:
o L jest regularny

@ ~; ma skoriczony indeks

Minimalizacja podobnie jak dla stéw.



Lemat o pompowaniu

Lemat o pompowaniu

Dla kazdego regularnego jezyka drzew L istnieje n takie, ze kazde drzewo t € L o
gtebokosci przynajmniej n mozna przedstawié jako

t = C[D[u]],

dla pewnych kontekstéw liniowych C[x], D[x] i dla pewnego drzewa u, takich, ze
o kontekst D[x] jest nietrywialny
o gtebokos¢ zmiennej w kontekscie C[D[X]] wynosi co najwyzej n,
o dla kazdego m € N, C[D™[u]] € L.

A = {g,a,b} /%\
a g a

1N
arnos¢(g) = 3 b g b
arnosé(a) = 1 b/;\b

arnosé(b) = 1 AN
a b a



Czym jest homomorfizm z drzew nad A do drzew nad B ? I

A = {g,a,b} B = {f,a,b}
arnosé(g) = 3 arnos¢(f) = 2
arnosé(a) = 1 arnosé(a) = 1
arnosé(b) = 1 arnosé(b) = 1
f
RN
a—a b+~ b g X1 f



RN
ar—a b— b g = X1 f
/N
X2 X3
g f
RN /N
a g a — a f
SN N
b b f a
VRN
b f
VRN



Operacje zachowujace regularnos¢

Jezyki regularne drzew sa zamknigte na nastepujace operacje: _

@ operacje boolowskie,
@ obrazy homomorficzne,

@ przeciwobrazy homomorficzne

Czy nalezy ograniczy¢ sie do homomorfizméw liniowych ?




Nieograniczony stopien?

<html>
<head>
<title> ...</title> html
</head> ///// \\\\\
<body>
<h1> ...</h1> head body
<table> ‘
<tr> / \
<td> ...</td> title hi table
<td> .. .</td>
<td> ...</td> ‘ ‘ / \
</tr> . .. tr tr
<tr>
<td> ...</td> ‘ ‘
</tr> td td td td
</table>
</body> ‘ ‘ ‘ ‘

</html>



Mozna ograniczy¢ stopieh?

a

VN S
N N,
b a b / \ / \
# # # a
/ \#
/ VAN
c—d—a # b
i‘) a/ b / \

# #



Automaty dla drzew nieograniczonego stopnia

A = (A Q,I,F,5), gdzie

5 Chin QX AX(jezyki regularne nad Q).

a

c/(‘i\a
/N
b a b
/a
c—d—a
-/

b a b

A = (A Q,I,F,0), gdzie

§ Chin @xAX(Q?UQ).
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W nastepnym odcinku:

jezyki bezkontekstowe



