Jezyki, automaty i obliczenia
egzamin (zadania), przykladowe rozwigzania

Zad. 1. Niech L bedzie jezykiem nad alfabetem {a, b, c} zawierajacym stowa
spelniajace ponizsze warunki:

e pomiedzy kazdymi dwoma literami a jest przynajmniej jedna litera b,

e pomiedzy kazdymi dwoma literami b jest przynajmniej jedna litera c.

Czy minimalny automat deterministyczny dla jezyka L ma mniej niz 6 sta-
now?

Rozwiazanie. Tak. Oto automat A;, ktory sprawdza pierwszy warunek:

b,C c

W

Obydwa stany sa akceptujace. Mozna z niego tatwo uczyni¢ automat deter-
ministyczny, poprzez dodanie dodatkowego stanu nieakceptujacego ,Smietnik”
i krawedzi:
a,b,c
(B>

Analogiczny automat Ay sprawdza drugi warunek.

Jezyk L jest rozpoznawany przez automat produktowy A; x A,, ktéry ma
4 stany; automat deterministyczny uzyskujemy przez dodatnie stanu $miet-
nik, podobnie jak powyzej. Zatem jezyk L jest rozpoznawany przez automat
deterministyczny o 5 stanach.

Zad. 2. Dla automatu deterministycznego A i stowa w, niech # 4(w) ozna-
cza liczbe odwiedzin stanéw akceptujacych w biegu automatu A na stowie w.
Podaj algorytm wielomianowy dla nastepujacego problemu:

Dane: dwa automaty deterministyczne A, B nad alfabetem A.

Pytanie: czy istnieje stowo w € A* takie, ze # 4(w) > #p(w)?

Rozwigzanie. Algorytm buduje automat ze stosem D rozpoznajacy jezyk

L={we A" : #4(w) > #5(w)},

a nastepnie sprawdza, czy jezyk tego automatu jest niepusty.



Najpierw opiszemy konstrukcje automatu D. Rozwazmy automat produk-
towy C = AxB. Przer6bmy go na automat ze stosem D, ktory po przeczytaniu
stowa w przechowuje na stosie liczbe

n(w) = #a(w) > #(w).
W jaki spos6b? Na dnie stosu jest caty czas symbol poczatkowy L, a ponadto:
e jesli n(w) > 0, stos zawiera dodatkowo n symboli +;
e jesli n(w) <0, stos zawiera dodatkowo n symboli —.

Stany automatu D to stany automatu C. Stan poczatkowy tez. Dodatkowo,
D ma stan akceptujacy ,,0k”.

Jesli doktadnie jeden ze stanéw poczatkowych automatow A i B jest akcep-
tujacy, automat D w pierwszym kroku, za pomocg pustego przejscia, wktada
na stos jeden symbol + albo —. Pozostale przejicia automatu D to dokladnie
przejscia automatu C, ale majace nastepujacy efekt uboczny: jesli po wyko-
naniu przejscia dokltadnie jeden ze stanéw automatow A, B jest akceptujacy,
to dodajemy albo usuwamy jeden symbol + albo — ze stosu, w zaleznosci od
tego, jaki symbol jest na szczycie stosu. Ponadto, w kazdym stanie r6znym od
,ok” automat D, widzac symbol + na szczycie stosu moze przejs¢ za pomoca
pustego przejscia do stanu ,0k”. Z konstrukeji wynika, ze L(D) = L. Rozmiar
D jest wielomianowy wzgledem rozmiarow A i B.

Aby sprawdzi¢, czy L(D) jest niepusty, algorytm przeksztalca D w row-
nowazng gramatyke bezkontekstowa G (rozmiaru wielomianowego wzgledem
rozmiaru D). Niech N oznacza zbior nieterminali. Aby sprawdzi¢ niepusto$é
gramatyki, algorytm postuguje sie podzbiorem Z C N poczatkowo, Z = ().
Zbioér ten zawiera te nieterminale, ktore dotychczas zostaly uznane przez al-
gorytm za niepuste (tzn. nieterminale X takie, ze gramatyka G, w ktorej za
symbol startowy uznajemy X, generuje niepusty jezyk). Algorytm powtarza
nastepujacy krok tak dtugo, jak to mozliwe:

dodaj do Z nieterminal X, o ile X ma produkcje taka, ze wszystkie
nieterminale wystepujace po prawej stronie naleza juz do Z.

Liczba krokéw jest wielomianowa, a kazdy z nich mozna zrealizowaé¢ w cza-
sie wielomianowym przeszukujac wszystkie produkcje. Algorytm odpowiada
Lbak”, jesli po zakonczeniu powyzej opisanej iteracji symbol startowy gramatyki
G nalezy do Z.

Zad. 3. Ustalmy alfabet {a,b} i porzadek a < b. Niech sort(w) oznacza
wynik posortowania stowa w, np. sort(abbaa) = aaabb. Zdefiniujmy operacje
na jezykach:

sort(L) = {sort(w) : w e L}.

Czy dla kazdego jezyka L € NSPACE(n), jezyk sort(L) € NSPACE(n)?



Przypomnienie: klasa NSPACE(n) zawiera jezyki rozpoznawane przez nie-
deterministyczne maszyny Turinga w pamieci rozmiaru n, gdzie n to dlugosé
stowa wejsciowego.

Rozwiazanie. Tak. Niech L € NSPACE(n) i niech M bedzie maszyna roz-
poznajaca L w pamieci s(n) = n. Skonstruujemy maszyne M’ rozpoznajaca
jezyk sort(L). Chcemy, aby zachodzil warunek (*): maszyna M’ akceptuje
stowo w wtedy, i tylko wtedy gdy w = sort(v), dla pewnego v € L. Warunek
ten gwarantuje, ze L(M') = sort(L).

Obliczenie maszyny M’ sklada sie z trzech faz. W pierwszej fazie oblicze-
nia, maszyna M’ sprawdza, czy stowo wejsciowe w jest posortowane, tzn. czy
wszystkie a lezg na lewo od wszystkich b. Nastepnie, druga faza przeznaczona
jest na przetworzenie stowa w na niedeterministycznie wybrana permutacje v
stowa w, tzn. stowo v ktére ma tyle samo liter a i b co stowo w. Faza ta jest
zrealizowana poprzez powtarzanie nastepujacej czynnosci w nieskonczonosé:

Niedeterministycznie wybierz jedna z dwoch mozliwosci: albo za-
koricz faze druga i przejdz do fazy trzeciej, albo wybierz niedeter-
ministycznie dwie pozycje stowa i zamien litery na tych pozycjach
(co maszyna realizuje przechodzac przez stowo tam i spowrotem).

Faza trzecia polega na uruchomieniu maszyny M; akceptacja ma miejsce,
gdy maszyna M jest w stanie akceptujacym.

Zad. 4. Pokaz nierozstrzygalno$é¢ nastepujacego problemu decyzyjnego.

Dane: jezyk bezkontekstowy L nad alfabetem A.
Pytanie: czy A* \ L jest skonczony?

Rozwigzanie. Redukcja z problemu uniwersalnosci dla jezykow bezkontek-
stowych. Zdefiniujemy funkcje obliczalna f, ktora przerabia jezyk bezkontek-
stowy L nad A na jezyk bezkontekstowy f(L) nad AU {$}, i spelnia warunek:

L=A" wtedy, itylko wtedy gdy (AU {$})"\ f(L) skonczony,

dla kazdego jezyka bezkontekstowego L. Symbol $ wybieramy dowolnie, ale
tak, zeby $ ¢ A. Nie jest istotne, czy jezyk L jest reprezentowany przez
gramatyke czy przez automat ze stosem. Niech

F(L)=L U L$(AU {$})".

Jesli L = A* to f(L) = (AU{$})*, czyli (AU {$})*\ f(L) jest pusty, a wiec
skoriczony. Jesli L # A*, to dla kazdego w € A*\ L jezyk f(L) zawiera np.
wszystkie stowa w$", dla n € N, wiec jest nieskoriczony.



