Jezyki, automaty i obliczenia
zadania z gwiazdka (seria 3), termin: 10 czerwca 2015

Zad. 1. Niech A = {a,b,c,d}. Dwa stowa w,v € A* sa trans-réwnowazne
jesli jedno z nich mozna otrzymac z drugiego za pomoca skorniczonego ciggu
transpozycji. Transpozycja nazywamy zamiane kolejnoéci sasiadujacych ze
soba dwoch liter, z ktorych jedna to a albo b, a druga to ¢ albo d:

ac — ca, ad — da, bc— ¢cb, albo bd — db.

(Nie dopuszczamy zamian innych par, np. nie dupuszczamy zamiany ab —
ba.) Czy nastepujacy problem jest rozstrzygalny: dla danego automatu skon-
czonego A nad A stwierdzi¢, czy kazde stowo w € A* jest trans-rownowazne
jakiemus$ stowu v € L(A)?

Zad. 2. Rozwazmy automaty skonczone z licznikami. Automat z licznikami
ma dodatkowo skoriczony zbior licznikéw C', ktoérych wartosciami w trakcie
biegu automatu sa nieujemne liczby catkowite. Na poczatku biegu wszystkie
liczniki sa réwne 0. Kazde z przej$é automatu wykonuje dodatkowo operacje
licznikowa: c++ lub ¢——, czyli zwiekszenie albo zmniejszenie o 1 licznika
c € C, przy czym automatowi nie wolno wykonaé¢ operacji c—— gdy wartosé
licznika ¢ wynosi 0. Czyli relacja przejscia automatu z licznikami to

§ C QxAx{ct+,c— : ceC} xQ.

Bieg jest akceptujacy jesli konczy sie w stanie akceptujacym (niezaleznie od
wartosci licznikow na koricu biegu). Czy rozstrzygalny jest problem pusto-
sci dla automatoéow z licznikami (dla danego automatu A rozstrzygnac, czy
L(A) =0)?

Jako przygotowanie, warto rozwazy¢ problem ograniczonoéci: dla danego
automatu A z licznikami stwierdzi¢, czy istnieje liczba naturalna n taka,
ze dla kazdego slowa wejsciowego, w kazdym biegu na tym stowie wartosé
kazdego z licznikéw jest zawsze mniejsza niz n.

Zad. 3. Cgzy problem stopu jest rozstrzygalny dla roztargnionych maszyn
Turinga? Roztargniona maszyna Turinga moze dodatkowo w kazdym mo-
mencie obliczenia ,zgubi¢” biezacy symbol tasmowy. Formalnie, roztargnione
maszyny maja dodatkowe ,,gubigce” przejscia pomiedzy konfiguracjami: dla
dowolnych ciagdéw symboli tasmowych w,v € T™*, symbolu a € T oraz stanu
q € Q, mamy przejscie (nie zmieniajace stanu)

wqgav — wqo.



Zad. 4. Przez relacje rozumiemy dowolny podzbiér X C N”, dla dowolnego
n > 1, np. podzbiér N? definiowany przez formute

¢($1,x2,$3) =z >r0+1=x3 V (a?1+1—|—1<x2<w3/\a;1:0).

Przez formute prostg rozumiemy dowolnag formute bez kwantyfikatoréw mo-
gaca uzywaé staltej 0, rownosci = oraz nastepnika +1. Rozwazmy najmniej-
szy zbior relacji X, ktory zawiera wszystkie relacje definiowalne formutami
prostymi, i taki, ze
e jesli 7 € N?” nalezy do X, to réwniez domkniecie przechodnie 7* C N2”
nalezy do X, gdzie

T*(a, b) <~ ddi,...,dn e N". d=dy, b= dmn, Vi <m. T(@i,5i+1);

e jesli » C N™ nalezy do X, to rzutowanie r na dowolny podzbiér wspot-
rzednych {1...n} tez nalezy do X.

Czy zbiér X jest zamkniety na dopetnienia? To znaczy, czy jesli r C N”
nalezy do X, to réwniez N® — r nalezy do X7



