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© Klasy ztozonosci



Klasy ztozonosci

Ztozono$¢ probleméw z doktadnoscia do wielomianu:

EXPSPACE = | JDSPACE(2™) = [ JNsPACE(2"")
c [
NEXPTIME = | JNTIME(2")
[
EXPTIME = | JDTIME(2"")
[
PSPACE = |_J DSPACE(n®) = | JNSPACE(n®)
[ [
NP = NPTIME = | JNTIME(n®)
[
P = PTIME = [_JDTIME(n®)
[
NL = NLOGSPACE = NSPACE(log(n))
L = LOGSPACE = DSPACE(log(n))



Determinizacja klas pamieciowych

Twierdzenie (Savitch 1970)

Jesli £(n) > n to NSPACE(f(n)) C DSPACE(f(n)?). zafozenie!
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Dowéd:

Niech M — maszyna niedet. dziatajgca w pamieci f(n). Zaprojektujemy algorytm
deterministyczny sprawdzajacy czy co — 3, ¢, dla konfiguracji akceptujacej c.
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Determinizacja klas pamieciowych

Twierdzenie (Savitch 1970)

Jesli £(n) > n to NSPACE(f(n)) C DSPACE(f(n)?). zafozenie!

Dowaéd:
Niech M — maszyna niedet. dziatajgca w pamieci f(n). Zaprojektujemy algorytm
deterministyczny sprawdzajacy czy co — 3, ¢, dla konfiguracji akceptujacej c.

m

Liczba konfiguracji < 2™, m = O(f(n)), wiec wystarczy sprawdzi¢ czy co —)?VIZ c.

Algorytm
bool p(c, ¢/, k) {
if (k == 0) { return ((c==c¢’) || ¢ —pqc); }
else {
for each ¢’ {
if (p(c, c¢”, k-1) && p(c”, ¢/, k-1)) return true;
}

return false;




Determinizacja klas pamieciowych

Twierdzenie (Savitch 1970)

Jesli £(n) > n to NSPACE(f(n)) C DSPACE(f(n)?). zafozenie!

Dowaéd:
Niech M — maszyna niedet. dziatajgca w pamieci f(n). Zaprojektujemy algorytm
deterministyczny sprawdzajacy czy co — 3, ¢, dla konfiguracji akceptujacej c.

m

Liczba konfiguracji < 2™, m = O(f(n)), wiec wystarczy sprawdzi¢ czy co —)?VIZ c.

Algorytm
bool p(c, ¢/, k) {
if (k == 0) { return ((c==c¢’) || ¢ —pqc); }
else {
for each ¢’ {
if (p(c, c¢”, k-1) && p(c”, ¢/, k-1)) return true;
}

return false;

}
Pamie¢: m-f(n) = O(f(n)?).




NPSPACE = PSPACE. l

Ale nie wiemy, czy NSPACE(n) = DSPACE(n).




EXPSPACE
7 %

_ NE co-NE
NPSPACE = PSPACE. ~ -

NE N co-NE
A

Ale nie wiemy, czy NSPACE(n) = DSPACE(n).

co-C = problemy, ktérych dopetnienie nalezy do C EXPTIME
A

PSPACE
Ea S

NP co-NP
~ 7

NP N co-NP



EXPSPACE
7 %
_ NE co-NE
NPSPACE = PSPACE. X 7
Ale nie wiemy, czy NSPACE(n) = DSPACE(n). NE ﬂAco-NE
co-C = problemy, ktérych dopetnienie nalezy do C EXPTIME
A
PSPACE
co-NPSPACE = NPSPACE. TN
NP co-NP
x. 7
Twierdzenie (Immerman—Szelepcsényi 1987) NP N co-NP
co-NL = NL. A
P
A
NL
co-NSPACE(n) = NSPACE(n). A




EXPSPACE

Wiemy, ze 7 ®

P # EXPTIME # 2-EXPTIME # ... NEV ;O-NE

NP # NEXPTIME # 2-NEXPTIME # ... NEOACO-NE

NL # PSPACE # EXPSPACE # ... EXPIIME

PSPACE
ER S

NP co-NP
~ 7

NP N co-NP



EXPSPACE
Wiemy, ze 7 ®
P # EXPTIME # 2-EXPTIME # ... NEV ;O-NE
NP # NEXPTIME # 2-NEXPTIME # ... NE"‘ACO-NE
NL # PSPACE # EXPSPACE # ... EXPIIME
PSPACE
EA
CzyP = NP? . T
NP co-NP
~ 7
NP M co-NP
Dlaczego to pytanie jest takie wazne? A
P
A
NL
A



EXPSPACE
Wiemy, ze 7 ®
P # EXPTIME # 2-EXPTIME # ... NEV ;O-NE
NP # NEXPTIME # 2-NEXPTIME # ... NE"‘ACO-NE
NL # PSPACE # EXPSPACE # ... EXPIIME
PSPACE
EA
Czy P = NP7 . T
NP co-NP
~ 7
NP M co-NP
Dlaczego to pytanie jest takie wazne? A
P
A
Czy P = PSPACE ? ’\j\L



Klasy ztozonosci a alternacja

EXPSPACE = | JDSPACE(2"") = | JNSPACE(2") = AEXPTIME

c (o}

NEXPTIME = | JNTIME(2")

[

EXPTIME = | JDTIME(2") = APSPACE
c
PSPACE = |_J DSPACE(n®) = | JnspPace(n®) = APTIME
[ c
NP = NPTIME = [ JNTIME(n®)
[
P = PTIME = |_JDTIME(n®) = ALOGSPACE
NL = NLOGSPACE = NCSPACE(Iog(n))

L = LOGSPACE = DSPACE(log(n))



© Redukcje wielomianowe



Redukcje wielomianowe

Problem K C A* redukuje sie wielomianowo do problemu L C B* (ozn. K <, L)
jesli istnieje funkcja obliczalna w czasie wielomianowym

f:A* — B*

taka, ze
weEK < f(w)eL, dlakazdegow € A*.



Zamknietos¢ na redukcje wielomianowe

Niech C — klasa ztozonosci z listy ponizej. Jesli K <, LiL € C to K € C.

EXPSPACE = | JDSPACE(2") = [ NsPACE(2"")

c [

NEXPTIME = | JNTIME(2")
c

EXPTIME = | JDTIME(2"")

c

PSPACE = |_J DSPACE(n®) = | nspPacg(n®)
c c
NP = NPTIME = | JNTIME(n®)
c
P = PTIME = |_JDTIME(n)

c

(W przypadku klas NL, L trzeba stosowa¢ redukcje w pamieci logarytmiczne;j.)



Trudno$¢ i zupetnosc

Problem L jest C-trudny jesli kazdy problem K € C redukuje sie¢ wielomianowo do L.

Problem L jest C-zupetny jesli jest C-trudny i nalezy do C.

Jesli K <p L i K jest C-trudny to L jest C-trudny.

EXPSPACE = | JDSPACE(2") [ nspace(2™)

c c

NEXPTIME = | JNTIME(2"™)
c

EXPTIME = | JDTIME(2"")

c

PSPACE = |_JDSPACE(n®) [ NSPACE(n©)

c c

NP = NPTIME = | JNTIME(n®)
c

(W przypadku klas P, NL trzeba stosowa¢ redukcje w pamieci logarytmicznej.)



© Problemy NP-zupetne



NP-trudnosc¢ i zupetnosé

Problem L jest NP-trudny jesli kazdy K € NP redukuje sie wielomianowo do L.

Problem L jest NP-zupetny jesli jest NP-trudny i nalezy do NP.

Jesli K <p L i K jest NP-trudny to L jest NP-trudny.

Problem spetnialnosci formuty zdaniowej (SAT)

Dane: formuta zdaniowa ¢ np. x Ay V (xA(myV z)).

Wynik:  czy ¢ jest spetnialna?

Twierdzenie (Cook 1971, Levin 1973)
SAT jest NP-zupetny.




SAT jest NP-zupetny (dowdd

Niech M — maszyna niedet. dziatajaca w czasie n°. Pokazemy L(M) <, SAT.

funkcja obliczalna w czasie wiel.: W = air...an +—  OM,w
poprawnos¢: weLM) <= dm,w spetnialna
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o g/ — po i krokach, glowica maszyny jest na pozycji j tasmy
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Niech M — maszyna niedet. dziatajaca w czasie n°. Pokazemy L(M) <, SAT.

funkcja obliczalna w czasie wiel.: W = air...an +—  OM,w
poprawnosé: weLM) <= dm,w spetnialna J

Zmienne:
o t":@ — po i krokach, na pozycji j tasmy jest symbol a
@ 59 — po i krokach, stan maszyny to g

o g/ — po i krokach, glowica maszyny jest na pozycji j tasmy

/\ %03 A /\ 0B A %90 A g1 (konfiguracja poczatkowa)

Ji<iwl i>|wl

/\ (\/ thia A /\ =(t2 A ti’j’b)) AL (niesprzecznosé)
ij a a#b

\/si’qF (akeeptacja)
i

/\ thia A shd A gl — przejscia z (q, a) :
& FirL,a’ /\si+1,q’ /\gi+1,j—1 v (q,a,q', &, <)

: Py . 11 . .
tl+1,J,a /\Sl+1,q /\gl+1,1 (q’ a, q”,a”, O)



co-NP-trudnos¢ i zupetnosc

Problem L jest co-NP-trudny jesli kazdy K € co-NP redukuje si¢ wielomianowo do L.

Problem L jest co-NP-zupetny jesli jest co-NP-trudny i nalezy do co-NP.

Jesli K <p L i K jest co-NP-trudny to L jest co-NP-trudny.

Problem tautologii zdaniowe;j

Dane: formuta zdaniowa ¢ np. x Ay V (xA(myVz)).

Wynik:  czy ¢ jest tautologia?

Problem tautologii zdaniowej jest co-NP-zupetny. I




Problemy NP-zupetne (przyktady)

3-kolorowalnosé

Dane: graf nieskierowany G.

Wynik:  czy da sie pokolorowaé wierzchotki G trzema kolorami tak, zeby
kolory sasiadéw byty rézne?
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Dane: zbiér liczb {n1, ..., nk} i liczba m, reprezentowane binarnie.
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Problemy NP-zupetne (przyktady)

3-kolorowalnosé

Dane: graf nieskierowany G.

Wynik:  czy da sie pokolorowaé wierzchotki G trzema kolorami tak, zeby
kolory sasiadéw byty rézne?

Problem plecakowy (szczegélny przypadek)

Dane: zbiér liczb {n1, ..., nk} i liczba m, reprezentowane binarnie.

Wynik:  czy istnieje podzbiér {nj,, ..., n,-,} taki, ze njy +...+nj, = m?

PCP z ograniczeniem

Dane: ciag par stéw (w1, v1),...,(Wn, vn) i liczba k reprezentowana unarnie.

Wynik:  czy istnieje niepusty ciag (i1,...,im), m< k, t.ze

Wi oW, = Vi ...V ?




Problem 3-kolorowalnosci jest NP-zupetny (dowéd)

Redukcja 3-SAT <, 3-kolorowalnos¢.

funkcja obliczalna w czasie wiel.: ¢ w postaci 3-CNF Gy
poprawnos¢: ¢ spetnialna < Gy 3-kolorowalny J




Problem 3-kolorowalnosci jest NP-zupetny (dowéd)

Redukcja 3-SAT <, 3-kolorowalnos¢.

funkcja obliczalna w czasie wiel.: ¢ w postaci 3-CNF Gy
poprawnos¢: ¢ spetnialna < Gy 3-kolorowalny J
¢ = (xV-yVz) A (-xV-zVu) A ...
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P # NP?

Problemy w NP, o ktérych nie wiemy ani ze s3 NP-zupetne, ani ze s3 w P:

Izomorfizm graféw

Dane: Dwa grafy G, H

Wynik:  Czy G i H sa izomorficzne?
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Gra parzystosci:
o gracze: Parzysty, Nieparzysty
o wierzchotki grafu etykietowane liczbami
o gramy do pierwszej powtérki (cyklu)

@ zwyciezca okreslony przez parzysto$¢ najwiekszej liczby na cyklu



P # NP?

Problemy w NP, o ktérych nie wiemy ani ze s3 NP-zupetne, ani ze s3 w P:

Izomorfizm graféw

Dane: Dwa grafy G, H

Wynik:  Czy G i H sa izomorficzne?

Gra parzystosci:
o gracze: Parzysty, Nieparzysty
o wierzchotki grafu etykietowane liczbami
o gramy do pierwszej powtérki (cyklu)

@ zwyciezca okreslony przez parzysto$¢ najwiekszej liczby na cyklu

Kto wygrywa gre parzystosci?

Dane: graf gry parzystosci

Wynik:  czy Parzysty ma strategie wygrywajaca?

Problem nalezy do NP N co-NP.



Pierwszos¢

Pierwszosé

Dane: liczba naturalna n € N, reprezentowana binarnie.

Wynik:  czy n jest liczba pierwsza?




Pierwszosé

Dane: liczba naturalna n € N, reprezentowana binarnie.

Wynik:  czy n jest liczba pierwsza?

Twierdzenie (Agrawal, Kayal, Saxena 2004)

Problem pierwszosci jest w P.




0 Problemy PSPACE-zupetne



Problemy PSPACE-zupetne

Problem spetnialnosci kwantyfikowanej formuty zdaniowej (QBF)

Dane: formuta postaci Vx;3xoVx3 ... ¢ np. Vx3dy. x Ay V (x A (my V 2)).

Wynik:  czy ¢ jest spetnialna (tautologia)?




Problemy PSPACE-zupetne

Problem spetnialnosci kwantyfikowanej formuty zdaniowej (QBF)

Dane: formuta postaci Vx;3xoVx3 ... ¢ np. Vx3dy. x Ay V (x A (my V 2)).

Wynik:  czy ¢ jest spetnialna (tautologia)?

Kto wygrywa w Go (bez ko)?

Dane: pozycja w grze Go na dowolnie duzej planszy.

Wynik:  czy biate wygrywaja?

A gdy ko jest dozwolone?



Problemy PSPACE-zupetne (dla jezykéw, automatéw, itp.)

o Uniwersalnos¢ wyrazenia regularnego (albo automatu niedet.).

@ Réwnowaznos¢ dwéch wyrazen regularnych (albo automatéw niedet.).

o Niepusto$¢ uogélnionego wyrazenia regularnego (z operacja dopetnienia).
o Niepustosé przeciecia wyrazen regularnych (albo automatéw niedet.).

o Czy dane wyrazenie regularne jest réwnowazne wyrazeniu bezgwiazdkowemu (z
operacja dopetnienia).

@ Problem stopu dla maszyn liniowo ograniczonych.

@ Problem stéw dla gramatyk kontekstowych.



