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@ Problemy czesciowo rozstrzygalne



Maszyny Turinga

Maszyny Turinga:

Jezyk (problem) L C A* nazywamy
czesciowo rozstrzygalnym, albo rekurencyjnie przeliczalnym,

jesli L = L(M) dla pewnej maszyny Turinga M.

Stowo w € A* nazywamy instancja problemu.

Dane wejsciowe: graf skierowany G

Wynik: rozstrzygnaé, czy G ma cykl Hamiltona?

Graf mozna opisa¢ jako stowo nad A = {0, 1, #}, np. 110#101#001




Problem stopu

maszyna M — kodpq € {0,1}

Maszyne M mozna opisaé jako stowo kodaq € {0, 1, #}*, na przyktad
00#000000#001000+4000011#0004##000100#4001#0100004 1004001 #4 . . .
albo jako stowo kodaq € {0,1}*, na przyktad

00 1 000000 1 001000 000011 000 000100 001 010000 100 001 ...

Twierdzenie

Jezyk uniwersalny (problem stopu)

Ly ={ (M,w) : weLM)}
Ly, = {kodp $w : weL(M)} C {0,1,8}"

jest rekurencyjnie przeliczalny.

Czy kazdy jezyk jest rekurencyjnie przeliczalny?




Problem nie rekurencyjnie przeliczalny

Maszyny Turinga = stowa nad {0,1}:
kodaq € {0,1}F i maszyna M

M, jesli kodpg = w

w e {0,1}* — maszyna M(w) = {M
0, W Dp.p.

L(Mg) =0
Jezyk ,,przekatniowy’:

Lp = {w : wg L(M(w))}

Twierdzenie

Jezyk Lp nie jest rekurencyjnie przeliczalny.




Problem nie rekurencyjnie przeliczalny

Maszyny Turinga = stowa nad {0,1}:
kodaq € {0,1}F i maszyna M

M, jesli kodpg = w

w e {0,1}* — maszyna M(w) = {M
0, W Dp.p.

L(Mg) =0
Jezyk ,,przekatniowy’:

Lp = {w : wg L(M(w))}

Twierdzenie

Jezyk Lp nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Przypus¢my, ze L(Mp) = Lp. Niech wp = kodaq,. Wtedy

wp € Lp <= wp & L(M(wp)) <= wp & L(Mp) <= wp ¢ Lp



© Problemy rozstrzygalne



Deterministyczne maszyny Turinga

Deterministyczna maszyna Turinga M = (A, Q, qo, Gtak, T, B, )

@ (iak € Q — stan akceptujacy
00:(Q—{guak}) x T 2> @x T x {+, 0, =}

Twierdzenie

Dla kazdej maszyny Turinga istnieje rownowazna maszyna deterministyczna.

Dowéd:
?



Catkowite deterministyczne maszyny Turinga

Deterministyczna maszyna Turinga M = (A, Q, qo, Gtak, Gnie, T, B,0)

@ Giak € Q — stan akceptujacy
® gnie € Q — stan odrzucajacy
°4: (Q_ {qtakvqnie}) XT—=QxTx {<_’ O)_)}

Konfiguracje koricowe:

T {Gtaks Grie} T* = {waw' : q € {Gaks Gnic}; w,w' € T*}

Deterministyczna maszyna Turinga M zatrzymuje sie dla stowa wejsciowego w jesli
Gow —h C

dla jakiej$ konfiguracji koncowej c. Maszyna M jest catkowita, jesli zatrzymuje sie dla
kazdego stowa wejsciowego.



Przyktad (maszyna catkowita i deterministyczna)

L(M) = {a"ba" : ne N}

a b B #
start_, | (cont—,#,—) (check, b, —) (‘nok ,B, ©) (‘nok ,#, O)

cont_, (cont—,a,—) (conto,b,—) (start—,B,«) (start—,#,+)
starte | (cont,#, <) (‘nok , b, ©) (‘nok ,B, ©) (‘nok ,#, ©)

conte | (conte,a, ) (cont—,b,<) (nok , B, ©) (start—,#,—)

check (‘nok ,a, ©) (‘nok , b, ©) (‘nok ,B, ©) (ok, #, ©)



Problemy rozstrzygalne

Jezyk (problem) L C A* nazywamy
rozstrzygalnym, albo rekurencyjnym,

jesli L = L(M) dla pewnej catkowitej deterministycznej maszyny Turinga M.

Czy jezyki bezkontekstowe s3 rozstrzygalne? A ich dopetnienia? I




Problemy rozstrzygalne

Jezyk (problem) L C A* nazywamy
rozstrzygalnym, albo rekurencyjnym,

jesli L = L(M) dla pewnej catkowitej deterministycznej maszyny Turinga M.

Czy jezyki bezkontekstowe s3 rozstrzygalne? A ich dopetnienia?

Jesli L C A* jest rozstrzygalny to L = A* — L tez.

Problem stopu
Ly = {kodp$w : weL(M)}

jest czeSciowo rozstrzygalny. Czy jest rozstrzygalny?




Problem stopu jest nierozstrzygalny

Twierdzenie

Problem stopu L, jest nierozstrzygalny.

Dowaéd:

Przypusémy, ze L, = L(My), dla catkowitej deterministycznej maszyny M,,.
Skonstruujemy (catkowita deterministyczna) maszyne My dla jezyka Lg. ..

Przyktadowe problemy nierozstrzygalne:

Pustos¢ jezyka maszyny Turinga

Dane: maszyna Turinga M

Wynik:  czy L(M) = 07

Uniwersalnos¢ jezyka bezkontektowego

Dane: jezyk bezkontekstowy L C A*

Wynik: czy L = A* 7?7




Jesli L i L sa czesciowo rozstrzygalne, to sa rozstrzygalne.

Dowdd:

Z dwéch niedeterministycznych maszyn M i M dla jezykéw L i L skonstruujemy
catkowita deterministyczng maszyne dla L. ..

D

oy

kazdego jezyka L zachodzi doktadnie jeden z warunkéw:

o L jest rozstrzygalny (i L tez)

o L jest czesciowo rozstrzygalny, L nie jest czesciowo rozstrzygalny
o L jest czesciowo rozstrzygalny, L nie jest czesciowo rozstrzygalny

o L iL nie sa czesciowo rozstrzygalne




© Funkcje (czesciowo) obliczalne



Funkcje (czesciowo) obliczalne |

Relacje R C (A*)™ mozemy utozsami¢ z jezykiem

Lr = {(m1dwo$...8wn : (w1, wa,...,wpn) € R}

Funkcje czesciowa f : (A*)" — A* nazywamy
czesciowo obliczalna, albo czesciowo rekurencyjna,
jesli
L = {wiSwo$.. . SwnSf(wi,wo,...,wn) : (w1, wo,...,ws) € dom(f)}

jest jezykiem czesciowo rozstrzygalnym.

Catkowita, czesciowo obliczalna funkcje f : (A*)" — A* nazywamy

obliczalna, albo rekurencyjna.



Funkcje (czesciowo) obliczalne Il

Deterministyczna maszyna Turinga M = (A, Q, 9o, Guynik> T, B,0)
@ Qwynik € Q — stan kOﬁCOWy

° 6:(0_{qunik})>< T—Qx TX{H,O,—}}

Funkcja czesciowa

F(M): (A")" — A"
obliczana przez maszyne M:

F(M)(le---awn) = VvV << qo wiSws$ ... Swy, —>j\/1 Gwynik vV

Funkcje czesciowa f : (A*)" — A* nazywamy
czesciowo obliczalna, albo czesciowo rekurencyjna,

jesli f = F(M) dla jakiej$ maszyny M.

Czy te dwie definicje s réwnowazne?




Podsumowanie

niedeterministyczne
maszyny Turinga

catkowite deterministyczne
maszyny Turinga

Jjezyki czesciowo rozstrzygalne rozstrzygalne
(problemy) | rekurencyjnie przeliczalne rekurencyjne
funkcje czesciowo obliczalne obliczalne

czesciowo rekurencyjne rekurencyjne




© Jak dowodzi¢ nierozstrzygalnosci?



Problem L C A* redukuje sie (sprowadza si¢) do problemu K C B* jedli istnieje

funkcja obliczalna
f:A* — B”
taka, ze

weL < f(w)e K, dlakazdego w € A*.

Ozn. L < K, gdy L redukuje sie do K.

Jesli L < K to L < K.

Jesli L < K i problem K jest (czesciowo) rozstrzygalny to problem L jest tez
(czesciowo) rozstrzygalny.

Dowéd:




Dowdd nierozstrzygalnosci

Problem stopu

Dane:

Wynik:

Niepustos¢ jezyka maszyny Turinga

maszyna Turinga M nad
alfabetem {0,1} i stowo < Dane: maszyna Turinga M
w € {0,1}* -

Wynik:  czy L(M) # 07

czy w € L(M)?

funkcja obliczalna: Mw  — M
poprawnos¢: weLM) = LWM) #D }

Maszyna M’ dziata nastgpujaco:

@ ignoruje swoje stowo wejsciowe

@ pisze na tasmie stfowo w

o symuluje maszyne M na stowie w

o akceptuje, gdy M akceptuje



Dowdd nierozstrzygalnosci

Pustos¢ jezyka maszyny Turinga

Uniwersalnosé jezyka bezkont.
Dane:

N < Dane: szgkAliezkontekstowy
L _ 92
Wynik:  czy L(M) 07 Wynik:  czy L A* 2
funkcja obliczalna: M — G
poprawnos¢: LM) =0 <<= LG = A"

Bieg maszyny M:

P = aQ—MC1—M --- —>M Cn
kod, = $c%a$ ... $cn$
Niech L(G) = {kod, :

p bieg akceptujacy maszyny M}

Jezyk {c$c’ : ¢ —>pq ¢’} jest bezkontekstowy.




Problem odpowiedniosci Posta (ang. Post Correspondence Problem)

Problem odpowiedniosci Posta (PCP)

Dane: ciag par stéw (wy, v1),. .., (Wn, va)
Wynik:  czy istnieje niepusty ciag (i1,...,im) t.ze Wiy ...w; = Vi ...V ?
Odpowiedni ciag (i1, . - ., im) nazywamy rozwigzaniem.
Przyktad
Instancja 1 b bbb
(b, bbb), (babbb, ba), (ba, a) > babbb | ba
ma rozwiazanie (2,1,1, 3): 3 ba a
babbb b b ba = ba bbb bbb a
a ponizsza instancja nie ma rozwigzah: 1 ba bab
2 | abb | bb
(ba, bab), (abb, bb), (bab, abb) 3 | bab | abb

Twierdzenie

Problem odpowiedniosci Posta jest nierozstrzygalny.




Dowéd nierozstrzygalnosci PCP

Ograniczony problem odpowiedniosci Posta (ograniczony PCP)

Dane: ciag par stow (w1, v1), ..., (Wn, Vn)
Wynik:  czy istnieje niepusty ciag (i1,...,im) t.ze wi ...w; = Vi ...V;,
iih=17
Ograniczony PCP < PCP. I
Dowad:
0 *b* xbxbxb
1 b bbb 1 bx* *bxbxb
2 | babbb ba — 2 | bxaxbxbxbx *bxa
3 ba a 3 bxax *a
4 $ *$

(1,f2,...,im) jest rozwigzaniem <= (0,i2,...,im,n+ 1) jest rozwiazaniem



Dowéd nierozstrzygalnosci PCP (c.d.)

Problem stopu < ograniczony PCP.

Dowéd:

Bieg akceptujacy maszyny M na stowie w, czyli gow — a1 1 — A1 ... —F M Cn,
odpowiada rozwiazaniu PCP postaci $qow$c1$ ... $cn$di$ ... $d;$q..1$9.

$ $qow$
0 0
1 1
B B
$ $
qga q//a; jesli (g,a,¢’,a', 0)ed
qa aq jesli (g,a,q’,a’,—) €
M,w — bga q’ ba jesli gq,a,q/,a’ﬁ—;ezi
q$% aqs jesli (¢,B,q’,a’,—>) €
$qga $g'Ba’  jesli (g,a,q9',a,<-) €S
Gtak 2 Gtak
a Jrak Gtak
Grak 99 $



Problem stopu jest zupetny

Twierdzenie

Kazdy problem czesciowo rozstrzygalny redukuje sie do problemu stopu.

Dowéd:
Niech L czesciowo rozstrzygalny i niech L = L(M).

funkcja obliczalna: w  —  M,w
poprawnos¢: weLM) <= weLM) J




W nastepnym odcinku:

Gramatyki réwnowazne maszynom Turinga



