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@ Pompowanie jezykéw bezkontekstowych



Pompowanie — idea

Przyktad
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Pompowanie

Lemat o pompowaniu

Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje n takie, ze kazde stowo x € L,
[x| > n, mozna przedstawi¢ jako

x=wyuzv, gdzie |[yz| >0i|yuz| <n

i dla kazdego me N, wymuzmv € L.

L jest niebezkontekstowy, jesli dla kazdego n, istnieje stowo x € L, |x| > n takie, ze
dla kazdego przedstawienia x jako

x=wyuzv, gdzie|lyz| >0i|yuz|<n,

istnieje m € N takie, Ze wy™ uzmv & L.




Pompowanie — dowdd

Lemat o pompowaniu

Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje n takie, ze kazde stowo x € L,
[x| > n, mozna przedstawi¢ jako

x=wyuzv, gdzie |[yz| >0i|yuz| <n

i dla kazdego me N, wymuzmv e L.

Dowéd:

Niech G = (A, N, S, o) gramatyka w postaci Chomskiego dla L — {e}. Niech n takie,
ze kazde drzewo wyprowadzenia dla stowa dtugosci > n ma Sciezke dtuzsza niz |N|.
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Pompowanie — przyktady pozytywne

Przyktad
Pokazemy, ze jezyk

L= {ww : we{ab}"}
nie jest bezkontekstowy. Dla dowolnego n € N rozwazmy stowo
xp = a"b"a"b" € L.
Rozwazmy dowolne stowa w, y, u, z, v takie, ze
Xn =wyuzv, gdzie [yz| >0i|yuz| < n.

Dwa przypadki: albo obydwie litery a, b wystepuja w ktéryms ze stéw y, z, albo nie.

V.

Jezyk

{a"b"c" : neN}

nie jest bezkontekstowy.




Pompowanie — przyktad negatywny

Przyktad

Sprébujmy pokazaé, ze jezyk
L = {ab ck : i, j, k parami rézne}

nie jest bezkontekstowy. Dla dowolnego n € N rozwazmy stowo...




Pompowanie — przyktad negatywny

Przyktad

Sprébujmy pokazaé, ze jezyk
L = {a' b ck : i j, k parami rézne}
nie jest bezkontekstowy. Dla dowolnego n € N rozwazmy stowo...

Xn = f(n) bg(n h(n)




Pompowanie — przyktad negatywny

Przyktad

Sprébujmy pokazaé, ze jezyk
L = {ab ck : i, j, k parami rézne}
nie jest bezkontekstowy. Dla dowolnego n € N rozwazmy stowo...
xy = af() pe(n) chin)
B.u.o. f(n) > g(n), h(n). Wtedy niech

wyuzeat, veabEchD |yz| 2 f(n) — g(n), F(n)— h(n).

Dla kazdego m € N, wy™ uz™ v € L. Pompowanie nie dziata...




Pompowanie dla zaawansowanych :)

Rozwazmy stowa z zaznaczonymi pozycjami. Formalnie, rozszerzamy alfabet
AU {a:acA}

Np. stowo aaabaaab ma zaznaczone 3 pozycje.

Niech |w| oznacza liczbe zaznaczonych pozycji w stowie w.

Lemat o pompowaniu (Ogden 1968)

Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje n takie, ze kazde stowo x € L,
[x|] > n, mozna przedstawi¢ jako

x=wyuzv, gdzie |[yz| >0i|yuz| <n

i dla kazdego me N, wymuzmv e L.

Dowdd:

Tak samo.



Pompowanie dla zaawansowanych — przyktad

Przyktad
Pokazemy, ze jezyk o

L = {a b ck : i j k parami rézne}
nie jest bezkontekstowy. Dla dowolnego n € N rozwazmy stowo

Xp = én bn+n! Cn+2n! cl.
Rozwazmy dowolne stowa w, y, u, z, v takie, ze
Xn =wyuzv, gdzie [yz| >0i|yuz| < n.

Witedy ktéres ze stéw y, z musi zawieraé przynajmniej jedno a.

Trzy przypadki: albo yz € at, albo y € a™,z € b*, albo y € a™,z € c*.




© Wtasnosci domkniecia



Operacje boolowskie, konkatenacja, iteracja

Jezyki bezkontekstowe sa zamkniete na sume, konkatenacje, iteracje (gwiazdke).

Dowéd:
Gramatyki.

Jezyki bezkontekstowe nie sa zamknigte na przeciecie. I

Dowéd:
Jezyk {a" b"c™ : n,m e N} N {a"b™c™ : n,m € N} nie jest bezkontekstowy.

Jezyki bezkontekstowe nie sa zamkniete na dopetnienie. I

Na przyktad jezyki

{ww : we{ab}*} {a' bl ¢k . i, j, k parami rézne}

nie s3 bezkontekstowe, a ich dopetnienia sa (dlaczego?).



Podstawienia, (przeciw)obrazy homomorficzne

Fakt (jezyki bezkontekstowe s3 zamkniete na podstawienia)

L C A* bezkontekstowy

= h(L) bezkontekstowy.
h:A— P(B*), Va € A. h(a) bezkontekstowy (L) bezkontekstowy

W szczegdlnosci jezyki bezkontekstowe sa zamkniete na obrazy homomorficzne:

L C A* bezkontekstowy -
. == h(L) bezkontekstowy.
h: A — B* homomorfizm

Fakt (jezyki bezkontekstowe s3 zamkniete na przeciwobrazy homomorficzne)

L C B* bezkontekstowy 5
. = h™=(L) bezkontekstowy.
h: A — B* homomorfizm




Operacje boolowskie (jezyki deterministyczne)

Twierdzenie
Deterministyczne jezyki bezkontekstowe sa zamkniete na dopetnienie.

Na przyktad dopetnienia jezykéw

{a"b" : ne N} {wswf : we Ay}
s3 deterministycznymi jezykami bezkontekstowymi, a jezyk
L={abck:i=jvj=kvi=k}

nie (bo w p.p. jezyk ({a, b, c}* — L) N a* b* c* musiatby byé bezkontekstowy).

Deterministyczne jezyki bezkontekstowe nie s3 zamkniete na przeciecia.

Dowéd:
Jezyk {a" b"c™ : nym e N} N {a"b™c™ : n,m € N} nie jest bezkontekstowy.

Deterministyczne jezyki bezkontekstowe nie sa zamknigte na sumy. I




Zestawienie wtasnosci domkniecia

deterministyczne

operacja Jjezyki jezyki

bezkontekstowe | bezkontekstowe
konkatenacja Vv
iteracja (gwiazdka) Vv
suma v
przeciecie
dopetnienie v
réznica
podstawienia/obrazy Vv
przeciwobrazy Vv v




Dopetnienie jezykéw deterministycznych (idea dowodu)

Niech A = (A, Q,qo, F,S, s0,d) deterministyczny automat ze stosem.
Skonstruujemy automat deterministyczny A" t.ze L(A”) = A* — L(A).

Bez u.o. zatézmy, ze symbol poczatkowy sp nie jest nigdy zdejmowany ze stosu.

Niech A bedzie identyczny z A, ale stany akceptujace to Q@ — F. Czy L(A) to
dopetnienie L(.A)?

- Nie mozemy pozby¢ sie pustych przejs¢. Np. jezyk
{a"bma" : nmeN} U {a"bMchb™a" : n,me N}
nie jest rozpoznawany przez deterministyczny automat ze stosem bez pustych przejs¢.
Konfiguracje (g, w) nazywamy niestabilna jesli (q, w) —<5, a w p.p. stabilna. Niech
Ls(A) = {we A" : o % c dla jakiejs stabilnej konfiguracji akceptujacej c}
Méwimy, ze automat A nie petli sie, jesli Ls(A) U Ls(A) = A*.

Idea dowodu:

A +——  niepetlacy sie A’ — A’ (L(A") = Ls(A)



Dopetnienie jezykéw deterministycznych (dowéd, krok 1)

A +——  niepetlacy sie A’ — A’

Méwimy, ze para (q,s) € Q x S petli sie, jesli automat A ma nieskonczony bieg:
(g,5) —= (p1, w1) —= (p2, w2) — ...
Stany {q, p1, p2, . . .} nazwijmy osiagalnymi z (q, s).
Automat A’ otrzymujemy przez eliminacje petlacych sie par (q, s):
5(q,5,2) = {(qtak,s) jesli jakis stan akceptujacy jest osiagalny z (g, s)
(Gnie;s)  w p.p.
L(A") = L(A). Czy A’ nie petli sie? Gdyby sie petlit, to

(90, 50) —= (Po, wo) — (p1,w1) —— (p2, w2) — ...

a wtedy para (pj, w;), gdzie w; jest najkrétsze sposréd wszystkich w;, petlitaby sie.



Dopetnienie jezykéw deterministycznych (dowéd, krok 2)

A —

e Q' = Q' x{t, n, 7}

°q; = (g5,7)

o F” = {(q,n) : g€ Q'}

oS =8
YA /
] SO = 50

niepetlacy sie A — A"

o jesli 6'(q,s,2) = (p,w), to

o §"((q,1),s.€) = ((p,1), w)
((p,?), w)
((p, 1), w)

jesli &(q,s,a) = (p,w), dla a€ A, to

° "((q,7),s,¢) =

e §"((q,?),s,¢) =

o §"((q,t),s,a) =

o §"((q,n),s,a) =

{

oilepgF’
oilepe F’

oilepgF’
oilepe F’

oilepgF’
oilepeF’

(bez u.o. zaktadamy, ze go & F)



Jezyk bezkontekstowy z regularnym

Jesli L jest (deterministycznym) jezykiem bezkontekstowym a R jest regularny, to

LNR
LUR
L7lR Jest (deterministycznym) jezykiem bezkontekstowym.
R—L
L®R

Dowéd:

Produkt automatu ze stosem i automatu skofczonego.



e Obrazy przemienne jezykéw bezkontekstowych sa semiliniowe



Zbiory semiliniowe

Dla P C Nk, zdefiniujmy
P® = {p1+p2+...+pm : (P1,p2,--.,Pm) € P*}
Zbiér liniowy X C Nk to dowolny zbiér postaci

X = b+P% = {btpit...4Pm : (Pr,-..,pm) €P*},  dlabe N P Cqn NE.

Dla b = (1,2), P = {(2,0),(0,3)},

b+P® = {(n,m)€N? : n=1 mod2, m=2 mod 3}.

Zbiér semiliniowy X C N¥ to dowolna skoficzona suma zbioréw liniowych:

bi4+P1® U b+ P® U ..U byt P,®

Niech B, P Cgin NK. Czy B + P® jest zbiorem (semi)liniowym?

Dla k = 1, zbiory semiliniowe to zbiory prawie okresowe.



Obraz przemienny jezyka

o Dlaw = aj...an € A*, zdefiniujmy funkcje (multizbiér nad A)
P(w) : A=>N P(w)(a) = {ie{l...n} : a;=a}|
Obraz przemienny jezyka L nad A to:
P(L) = {P(w) : we L}

o Dla ustalonego liniowego porzadku na alfabecie A = {b1,... b},
by < b2 <...< by,
obraz przemienny jezyka L mozna utozsamia¢ z podzbiorem NK:

P(w)(i) = P(w)(bi).

Niech A = {a, b}, a< b.

PH{a"b"a : neN}) = P((ab)*a) = {(n+1,n) : neN}

P(palindromy) = {(n,m) : przynajmniej jedno sposréd n, m parzyste}




Obraz przemienny jest semiliniowy

Twierdzenie (Parikh 1961)

Obrazy przemienny jezyka bezkontekstowego jest semiliniowy.

Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje jezyk regularny R t.ze

P(L) = P(R).

Dowdéd:
bi+Pi® U ..U bn+Pr®

v+{v1,...,vm}®§Nk — w+ (wi+...+wm)* CA*

Dla alfabetéw jednoliterowych, jezyki bezkontekstowe to jezyki regularne.




Obraz przemienny jest semiliniowy (dowéd)

Niech L = L(G), gdzieG = (A, N,S,a). Pokazemy, ze P(L) jest semiliniowy.
o Dla drzewa wyprowadzenia t, oznaczmy przez N(t) zbiér nieterminali
pojawiajacych sie w t.

Dla M C N, niech Ly, C L zawiera stowa posiadajace drzewo wyprowadzenia t
takie, ze N(t) = M. Poniewaz

L= {J Lm

MCN
wystarczy pokaza¢, ze P(Lp) jest semiliniowy, dla dowolnego M C N.
o Drzewo wyprowadzenia nazwijmy pfytkim, jesli na zadnej $ciezce zaden
nieterminal nie pojawia sie wiecej niz |N| razy.

By = {P(w) :w ma ptytkie drzewo wyprowadzenia t takie, ze N(t) = M}
Py = {P(wv) : wXv ma ptytkie drzewo wyprowadzenia o korzeniu X
takie, ze N(t) C M, dla pewnego X € N}

Pokazemy, ze P(Lyp) = Bm + Py ®. -



W nastepnym odcinku:

maszyny Turinga



