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© Automaty ze stosem



Automat ze stosem = automat skohczony + stos



Automat ze stosem

Automat ze stosem:
A = (A Q,q,F,S,%,9)
o A — alfabet wejsciowy
o Q — zbiér stanéw

@ go € Q — stan poczatkowy

F C Q — stany akceptujace

o S — alfabet stosowy

sp € S — symbol poczatkowy
dC QxSx(AU{e} ) x Q x §* — skonczony zbiér przejs¢

Przejscie (g, s, a,q’, w) € § bedziemy zapisywa¢ jako

/ a /
q,s,a—q,w albo g,s—q,w.

Przejécie g, s — ¢/, w:
@ umozliwione jest w stanie g, jesli na szczycie stosu jest symbol s
@ czyta z wejécia a € AU {e}
@ zmienia stan z g na q’

@ zastepuje na stosie symbol s przez w



Konfiguracje

o Konfiguracja automatu ze stosem
c = (q,v)EQxS”
o Konfiguracja poczatkowa: cg = (qo,so).

o Konfiguracje akceptujace: (q,v), q € F.

o Relacja przejscia pomiedzy konfiguracjami:
c (ae Au{e})
jesli g,s =5 ¢’,w, c=(q,sv), ¢/ =(q',wv) dla pewnego v € S*

@ Rozszerzamy relacje przejscia (bieg automatu na stowie w):

c L (w e A)
jedli
a a a
c XY e, =

dla ai,...,am € AU{e} t.ze aya> ...am = w (ale niekoniecznie m = |wl).



Jezyk rozpoznawany przez automat ze stosem

L(A) = {we A : o -, ¢ dla jakiej$ konfiguracji akceptujacej c}

Przyktad

Automat ze stosem A:
o A = {ab}
°© Q@ = {q0,9a,9b, G}
o F = {ar}
o S = {sp,a}
b
qo, S0 — g, € Ga,a —> ga, a2 gdp;@ —> Qgp, €
b
o, 50 —— qa, aso Ga,d —> Qp, € b, S0 — qf, €
L(A) =7




© Warianty automatéw ze stosem



@ operacje na stosie: push, pop, top

@ przepisywanie prefiksowe

@ akceptacja przez pusty stos

o akceptacja przez pusty stos i stan akceptujacy

o jeden stan = brak stanéw

brak pustych przejs¢

brak pustych przejé¢ i brak stanéw



Operacje na stosie: push, pop, nop

6 C Q x {push(s),pop(s),nop : s€ S} x (AU{e})x Q

(g, push(s), a,q") q,r-=5q,sr (res)
(9, pop(s), a,q") q,s > 4q e
(g,nop, a,q") q,r—4q,r (res)

b
qo, S0 — g, € qa,a —> Ga, a2 b, 2 — Gp, €
b
o, 50 — qa, aso Ga,a — Gp,€ b, S0 — g, €
(qo, Pop(so) €, qr) v (ab, pop(b), b, qp)
? (ga, pop(b), b, qp) (ab; PoP(s0), €, qr)
q,5s — ', s3s251 (g, pop(s), a, q1) dodatkowe stany qz1, g2, g3

(g1, push(s1), ¢, g2)
(g2, push(s2), ¢, g3)
(g3, push(ss), s, q)



Przepisywanie pretiksowe

Skonczony zbiér przejs¢:
§ C Qx S x(Au{e}) x Q@ xS~”
Przejécie g, w — q’, w':
@ umozliwione jest w stanie g, jesli na szczycie stosu jest ciag symboli w

o czyta z wejscia a € AU {e}

zmienia stan z g na q’

zastepuje na stosie ciag symboli w przez w’

Twierdzenie

(przepisywanie prefiksowe) = (automaty ze stosem).
Dowéd:
q,r3rar 2, q,s251 q,rs = g2, € dodatkowe stany ¢, g2

&
q2,r2 — q1,¢

a /
di,nn — q,5251



Akceptacja przez pusty stos
Konfiguracje akceptujace: (q,¢), g € Q

Przyktad

Automat ze stosem A:
o A = {ab}
o Q = {90,9a,9p, 9}
o F = {qr}
o S = {sp,a}
b
90, So i>Qf75 Qa73—a><7a7aa gb;@ — Qgp, €
b
0, S0 —— ga, aso Ga,a — G, € b, S0 — qf, €

Twierdzenie

(automaty ze stosem) = (automaty ze stosem akceptujace przez pusty stos).




Akceptacja przez stany a akceptacja przez pusty stos

A = (A7 Qaq075:5075) — AI = (A7 Ql’q({.)zF/’Slvs(lh(;/)

Q = QU{qgy, ar}

[+

o F' = {ar}

oS = Su{s}

08 =06 U {(q5,5¢ 90,5s5)} U {(q,5,¢,9r,€) : g€ Q}

A = (A, Q,q,F,S,s,9) — A = (A Q40,5 5,0)

° Q" = QU{qp,ar}

oS = Su{s}}
{(gb, s6,€, 90,50 5)} U

08 =46 U {(quv‘quﬁs) : q€F75€S/}U
{(gf,s,6,9r,¢) : s€S'}



Akceptacja przez stany a akceptacja przez pusty stos

A = (A7 Qaq07575075) — AI = (A7 Q/’q({.)zF/’Sl7s(lJ75/)

° Q = QU{qp ar}
o F' = {ar}

oS = Su{s}

o

8 =3 U {(qp,5:¢:90:505)} U {(a,0,¢,qr,¢) : 9 € Q}

A = (A, Q,q,F,S,s,9) — A = (A Q40,5 5,0)

° Q" = QU{qp,ar}

oS = Su{s}}
{(gb, 590,50 55)} U

08 =46 U {(quvavqfvs) : q€F75€S/}U
{(gf,s,6,9r,¢) : s€S'}

A automaty ze stosem akceptujace przez pusty stos i stan akceptujacy ?




© Roéwnowaznoéé gramatyk bezkontekstowych i automatéw ze stosem



Automaty bez stanéw

Automaty z jednym stanem = automaty bez stanéw (akceptacja przez pusty stos)

Automat ze stosem bez standw:
°
°
°
°

Twierdzenie

A = (A7575075)

A — alfabet wejsciowy

S — alfabet stosowy

sp € S — symbol poczatkowy

6 C S x (AU{e}) x §* — skonczony zbiér przejs¢

(automaty ze stosem) = (automaty ze stosem bez standw).

Dowaéd:
Niech A = (A, Q,qo,S,%0,9). Definiujemy A" = (A,S’,s(,d8'):

0S5 = QxSxQ 9
/A
5% = (om0 D = (%)



Konstrukcja réwnowaznego automatu bez stanéw

o dla kazdego przejécia q,s — p,e € 8, 8’ zawiera przejscie ({q,s, p), a, ).

<q>

a

s — €
P

o dla kazdego przejicia q,s —— P, SnSn—_1...5251 € & (n>1), & zawiera przejscia

(q,5,91), 3, (P, Sn, Gn)(qn, Sn—1, Gn—1) - - - (43, 52, 42){q2, 51, q1),

P
Sn
Gn
dn

Sn—1

qn—-1
q3
s2
q2
qz2
s1
q1

dla dowolnych stanéw g1, q2, ..., gn.



Konstrukcja réwnowaznego automatu bez stanéw (c.d.)

Poprawno$¢ wynika z obserwacji:

q
< : >i>s e (@9 (o).
p

ktéra nietrudno dowies¢ przez indukcje wzgledem dtugosci biegu.



Automaty ze stosem a gramatyki bezkontekstowe

Twierdzenie

(automaty ze stosem) = (gramatyki bezkontekstowe).

Dowdd:

Pomijamy stowo puste.

o Niech A = (A, S, sp,d) automat ze stosem bez stanéw. Definiujemy gramatyke

G = (A S, s0,0):

(s,a,w) €0 <= s —g aw (seS,ae Au{e},we S")

o Niech G = (A, N, sp, ) w postaci Chomskiego. Definiujemy automat bez
stanéw A = (A, N, sp,9):

(s,e,581) €6 <= s —g 51 (s,51,52 € N)
(s,a,6) €6 <= s—g a (seS,ae A)



Automaty bez pustych przejs¢

Czy (automaty ze stosem bez pustych przejs¢) = (automaty ze stosem) ?




Automaty bez pustych przejs¢

Czy (automaty ze stosem bez pustych przejs¢) = (automaty ze stosem) ?

Twierdzenie

(automaty ze stosem bez pustych przejs¢ i bez stanéw) = (automaty ze stosem).

Dowad:
(automaty ze stosem bez pustych przejs¢ i bez stanéw)

(gramatyki bezkontekstowe w postaci Greibach)

(gramatyki bezkontekstowe)

(automaty ze stosem)



@ Deterministyczne automaty ze stosem



Deterministyczne automaty ze stosem

Automat ze stosem A = (A, Q,qo, F, S, s0,0).
Niech 6(q,s5,a) = {(p,w) € @ x §* : q,5 — p,w}.

Automat A jest deterministyczny, jesli. . .



Deterministyczne automaty ze stosem

Automat ze stosem A = (A, Q,qo, F, S, s0,0).
Niech 3(q,s,2) = {(p,w) € @ x S* : q,5 - p,w}.
Automat A jest deterministyczny, jesli... dla kazdej pary (g,s) € Q x S:

e albo |§(q,s,a)] = 1 dla kazdego a € A, oraz §(q,s,g) = 0;
e albo |§(q,s,e)| = 1, oraz 6(q,s,a) = 0 dla kazdego a € A.

Czy ten automat jest deterministyczny?

o A = {ab}
° @ = {q0,9a,9b,9r}
o F = {ar}
oS = {sp,a}
b
qo, S0 — qr, € a,a —> Ga, 32 Gb,a — qp, €

a b =
qo, S0 — qa, aso Ga;@ —> Qgp, € db, S0 — 4f, €




Deterministyczne automaty ze stosem

Automat ze stosem A = (A, Q,qo, F, S, s0,0).
Niech 3(q,s,2) = {(p,w) € @ x S* : q,5 - p,w}.
Automat A jest deterministyczny, jesli... dla kazdej pary (g,s) € Q x S:

e albo |§(q,s,a)] = 1 dla kazdego a € A, oraz §(q,s,g) = 0;
e albo |§(q,s,e)| = 1, oraz 6(q,s,a) = 0 dla kazdego a € A.

Czy ten automat jest deterministyczny?
o A = {ab}
°© Q = {90,295, 9r}
o F = {ar}
oS = {sp,a}
5 a b
qo, S0 — Gr, € 4a;a — qa,aa db,a — qb, €
b
0,5 — qa, aso Gaya — Gb,e GbyS0 — GF, €
Jak go zdeterminizowaé?




Czy potrzebne s3 puste przejscia?

Jezyk
{a"bma" : n,meN} U {a"b"cb™a" : n,me N}

jest rozpoznawany przez deterministyczny automat ze stosem, ale nie przez taki
automat bez pustych przejsé.



Deterministyczne jezyki bezkontekstowe

Automat A jest deterministyczny, jesli dla kazdej pary (q,s) € Q x S:
e albo |§(q,s,a)] = 1 dla kazdego a € A, oraz §(q,s,e) = 0;
e albo |6(q,s,e)] = 1, oraz 6(q,s,a) = 0 dla kazdego a € A.

Czy (jezyki regularne) C (deterministyczne jezyki bezkontekstowe) ?




Deterministyczne jezyki bezkontekstowe

Automat A jest deterministyczny, jesli dla kazdej pary (q,s) € Q x S:
e albo |§(q,s,a)] = 1 dla kazdego a € A, oraz §(q,s,e) = 0;
e albo |6(q,s,e)] = 1, oraz 6(q,s,a) = 0 dla kazdego a € A.

Czy (jezyki regularne) C (deterministyczne jezyki bezkontekstowe) ?

Czy automat deterministyczny A ma dokfadnie jeden bieg akceptujacy na kazdym
stowie w € L(A) ?




Deterministyczne jezyki bezkontekstowe

Automat A jest deterministyczny, jesli dla kazdej pary (q,s) € Q x S:
e albo |§(g,s,a)] = 1 dla kazdego a € A, oraz §(q,s,g) = 0;

e albo |6(q,s,e)] = 1, oraz 6(q,s,a) = 0 dla kazdego a € A.

Czy (jezyki regularne) C (deterministyczne jezyki bezkontekstowe) ?

Czy automat deterministyczny A ma dokfadnie jeden bieg akceptujacy na kazdym
stowie w € L(A) ?

Czy odpowiedz zmienia sig, jesli automat akceptuje przez pusty stos ? I




Deterministyczne jezyki bezkontekstowe

Automat A jest deterministyczny, jesli dla kazdej pary (q,s) € Q x S:
e albo |§(g,s,a)] = 1 dla kazdego a € A, oraz §(q,s,g) = 0;

e albo |6(q,s,e)] = 1, oraz 6(q,s,a) = 0 dla kazdego a € A.

Czy (jezyki regularne) C (deterministyczne jezyki bezkontekstowe) ?

Czy automat deterministyczny A ma dokfadnie jeden bieg akceptujacy na kazdym
stowie w € L(A) ?

Czy odpowiedz zmienia sig, jesli automat akceptuje przez pusty stos ?

Czy (deterministyczne automaty ze stosem) = (deterministyczne automaty ze stosem
akceptujace przez pusty stos) ?




Jezyki deterministyczne sa jednoznaczne

Twierdzenie

(deterministyczne jezyki bezkontekstowe) C (jednoznaczne jezyki bezkontekstowe).

Dowdd:

Niech L rozpoznawany przez deterministyczny automat ze stosem.

L$ jest rozpoznawany przez deterministyczny automat ze stosem akceptujacy przez
pusty stos.

L$ jest rozpoznawany przez niedeterministyczny automat ze stosem bez stanéw, ktéry
ma co najwyzej jeden bieg akceptujacy dla kazdego akceptowanego stowa.

L$ jest generowany przez jednoznaczna gramatyke bezkontekstows.

L jest generowany przez jednoznaczna gramatyke bezkontekstows.

Jezyki

{(wwR : we{ab}*} {a"b" : neN} U {a"b*" : neN}

s3 jednoznaczne, ale nie deterministyczne.




Réwnos¢ deterministycznych jezykéw bezkontekstowych

Problem réwnosci

Dane: jezyki bezkontekstowe L, M

Wynik: czy L = M?

Twierdzenie (Sénizergues 1997)

Problem réwnosci deterministycznych jezykéw bezkontekstowych jest rozstrzygalny.




W nastepnym odcinku:

@ pompowanie jezykéw bezkontekstowych
o wtasnosci domkniecia

@ obrazy przemienne jezykéw bezkontektowych sa semiliniowe



