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Gramatyka bezkontekstowa

g = (A7N757a)

@ A to skonczony zbiér symboli kohncowych (terminalnych)
o N to skonczony zbiér symboli niekoncowych (nieterminalnych), AN N =0

@ S € N to symbol poczatkowy
o aa C N x (AU N)* to skonczony zbidr regut przepisywania (produkcji)

Reguty (X, v) € a bedziemy zapisywaé X —g v albo X — v.

Reguty rozszerzamy do relacji —g C (AU N)* x (AU N)*:
w—gw <= IFIX-—v)Eaq Jutec(AUN)*. w = uXt, v = uvt
i domykamy zwrotno-tranzytywnie: w —»g w’ wtw. gdy istnieje ciag
W:v0—>gv1—)g...—>gv,,:W'7 n>0

zwany wyprowadzeniem (wywodem) w’ z w (w gramatyce G).



Jezyki bezkontekstowe

Jezyk bezkontekstowy to jezyk generowany przez gramatyke:

L(G) = {we A" : §S—»gw}

Przyktad

Gramatyka G:
o A = {ab,+,}
o N = {W,P}
oS =W
o a = {(W,P), (W,W+ W), (W,W-W),
(P,aPa), (P,bPb), (P,a), (P,b), (P,W) }

W—P|W+W|W.- W
P— aPa|bPbla|b|W
Stowo aaa- b + a € L(G), poniewaz ma wyprowadzenie:

W-—gW - W-—gP - W-—gaPa-W —gaaa-W —gaaa- W+ W —g
aaa-P+W —gaaa-b+W —gaaa-b+P —gaaa-b+a

LG) =7




Jednoznacznosé

Czy kazde sfowo ma co najwyzej jedno wyprowadzenie w gramatyce?




Jednoznacznosé

Czy kazde sfowo ma co najwyzej jedno wyprowadzenie w gramatyce?

Odpowiedz

W—W+W|e

Czy dla kazdej gramatyki istnieje réwnowazna gramatyka spetniajaca ten warunek?




Przyktady jezykéw bezkontekstowych

e palindromy nad {a, b}:
P—aPa|bPb|a|b|e
@ wyrazenia arytmetyczne:

S—S+1]1 W— W - W|W+W| (W) |01
I—1-C|C
C—(5)|0]1

o {a"b" : ne N}
X — aXb| e

o {we{ab}" : #uw(a) = #w(b)}
X — aXb | bXa| XX | e
@ poprawnie zbudowane wyrazenia nawiasowe:

W — WW [ [W] [ (W) | (W) | e



Jezyki regularne sa bezkontekstowe

Kazdy jezyk regularny jest bezkontekstowy.

Dowéd:

Niech A = (A, Q,{qo}, F, ). Definiujemy gramatyke G = (A, N, S, a):
o N = Q
S5 = q

o a = {(q,aq’) : (q,a,q9') €} U {(q,¢) : g€ F}

weLG) < qo—wgw <= 3q€F.5qo,w,q) < wel(A)



Wyprowadzenia lewostronne

Wyprowadzenie:

w—gw <= IX-—v)Eaq Ju,te(AUN)".w = uXt, v = uvt

w—gw <= In>0, vo,...,Vn. W = Vg —3Gg V1 —3G ... —>g Vn = W
Wspélny prefiks: w —g w/, w # w’ _
wp(w,w') = |u|

Wyprowadzenie lewostronne:

L
W —ng w o= dn >0, vo,...,Va. W = Vo—>gVi—G ... ——>G Vn = W/,

V0 < i < n.wp(vi—1, ;i) < wp(vj, vit1)

(Wyprowadzenie prawostronne?)

47 L
Jesli w —srg w' tow —»g w'.




Wyprowadzenia lewostronne (dowéd)

To wyprowadzenie jest lewostronne:

W-—gW - W-—gP - W-—gaPa- W —gaaa-W —gaaa- W+ W —g
aaa-P+W —gaaa-b+W —gaaa-b+P —gaaa-b+a

F L
Jesli w —srg w' tow —»g w'.

Dowdd:

Indukcja ze wzgledu na dtugosé wyprowadzenia. Krok indukcyjny:
(Vo —rGg V1 —G ... —>G Vn—1 —¢ V,,) —>G Vn+1

Vp—1 = uXtYv Van = uXtyv Vptl = UxXtyv (Y —y, X —x)

Vo —g V1 —>G ... —G Vn—1 —¢G V/ (X—)X)

Vo —g V1T —>G ... —>G Vn—1 —¢G V/ —G Vn+1 (Y —)y)



Jezyk bezkontekstowy jako najmniejszy punkt staty

L, = {a},dlaac A Lx CA* dla X e€N.

Zamiast reguty X —g X1...Xp, inkluzja Lx 2O Lx,...Lx,.

Zamiast zbioru wszytkich regut dla nieterminala X:
X—}g Xl...Xn | Y]_...Ym ‘ Zl...Zk | ey
inkluzja

Lx 2 Lx,...Lx

n

U Ly, ...Ly,

m

@] LZI"'LZk U ...

Rozwazmy N-tuple jezykéw L = (Lx)xen € (P(A*))N. Zdefiniujmy

fo(PA DY = (P(A )Y
f(L)X = LX]_...LX" U Lyl..‘Lym U Lzl...sz U ...

Gramatyka bezkontekstowa definiuje najmniejszy L t.ze

VX EN. Lx D f(L)x czyli L D f(L)






Drzewa wyprowadzen

Drzewo to T C N*
o zamkniety na prefiksy: Vw,v e N*. w € T =—= we T
o zamkniety ,w lewo”: Vw eN* i jeNwieT, j<i= weT

Drzewo nad X to para (T,/), gdzie | : T — X.

Plon drzewa (T, /) nad X to stowo w € X* otrzymane z etykiet lisci /(w), w
kojelnosci leksykograficznej (od lewej do prawej).

Niech ¢ = (AN, S, ).
Drzewo wyprowadzenia (wywodu) stowa w € (AU N)* w gramatyce G to drzewo nad
AUN t.ze

o S jest etykieta korzenia

@ plon drzewa to stowo w

X1 /)):2\

— (X, X1X2...Xn)604

Xn



Wyprowadzenia a drzewa wyprowadzen

Przyktad

Drzewo wyprowadzenia dla aaa- b+ a:

w € L(G) wtw. gdy istnieje drzewo wyprowadzenia w w gramatyce G.

Dowéd:
<—=: indukcja ze wzgledu na gtebokos¢ drzewa

—: indukcja ze wzgledu na dtugos¢ wyprowadzenia, korzystamy z obserwacji:
jesli wv —»g uto u = wuy up dla pewnych ug,us € (AU N)* t.ze

w —»g U1 i vV —»g uz.



Jednoznacznosé

Czy kazde stowo ma co najwyzej jedno drzewo wyprowadzenia w gramatyce?




Jednoznacznosé

Czy kazde stowo ma co najwyzej jedno drzewo wyprowadzenia w gramatyce?

Odpowiedz
W—W+W]|e

Czy dla kazdej gramatyki istnieje rownowazna gramatyka jednoznaczna, tzn. taka, w
ktérej kazde stowo ma co najwyzej jedno drzewo wyprowadzenia?




Jednoznacznosé

Czy kazde stowo ma co najwyzej jedno drzewo wyprowadzenia w gramatyce?

Odpowiedz
W—W+W]|e

Czy dla kazdej gramatyki istnieje rownowazna gramatyka jednoznaczna, tzn. taka, w
ktérej kazde stowo ma co najwyzej jedno drzewo wyprowadzenia?

Odpowiedz
L = {a"b"c™d™ : n,m e N} U {a"b™c™d" : n,m € N}




Gramatyki bezkontekstowe a automaty na drzewach

drzewa wyprowadzen

bezglgr:;zt;we [ automaty na drzewach ]

plony




Automat na drzewach ~— gramatyka bezkontekstowa

Twierdzenie

Niech A = (A, Q, I, F,d) automat na drzewach. Jezyk
plony(L(A)) = {plon(t) : t € L(A)}

jest jezykiem bezkontekstowym.

Dowad:
Definiujemy gramatyke bezkontekstowa G = (A, N, S, a):
o N = QxA U {S}
@ zbidr regut a:
S—ge <= INF#0
S —g(g,a) < qel
(g,a) —¢ (91,31)...(gn,an) <= (g,3,91...qn) € (arnos¢(a) = n)
(g,a) —ga < IweF". (q,a,w)€d

w € L(G) < istnieje drzewo wyprowadzenia sfowa w w gramatyce § <=
3t. A ma bieg akceptujacy nad t A plon(t) = w <= w € plony(L(A))



Gramatyka bezkontekstowa > automat na drzewach

Twierdzenie

Niech G = (A, N, S, o) gramatyka bezkontekstowa. Zbiér
dw(G) = {drzewa wyprowadzeri gramatyki G wszystkich stow w € A*}

jest regularnym jezykiem drzew.




Gramatyka bezkontekstowa > automat na drzewach

Twierdzenie

Niech G = (A, N, S, o) gramatyka bezkontekstowa. Zbiér
dw(G) = {drzewa wyprowadzeri gramatyki G wszystkich stow w € A*}

jest regularnym jezykiem drzew.




Gramatyka bezkontekstowa > automat na drzewach

Twierdzenie

Niech G = (A, N, S, o) gramatyka bezkontekstowa. Zbiér
dw(G) = {drzewa wyprowadzeri gramatyki G wszystkich stow w € A*}

jest regularnym jezykiem drzew.

W drzewie wyprowadzenia zastap kazda etykiete X € N przez odpowiednia regute:

Przyktad

W —g W-W
— | T
W —g P . W —g W+ W
P —g aPa W —g P + W —g P
\ [ \
a P—ge \a P—gb P—ge
[
b




Gramatyka bezkontekstowa +— automat na drzewach (dowdd)

Twierdzenie

Niech G = (A, N, S, o) gramatyka bezkontekstowa. Zbior
dw(G) = {drzewa wyprowadzen gramatyki G wszystkich stéw w € A*}

Jest regularnym jezykiem drzew.

Dowdéd:
Definiujemy automat deterministyczny na drzewach A = (B, Q, [, F,J):
e B = AU« arnosé(a) = 1, arnos¢((X,w)) = {1‘/:/" LIWL;O
e Q@ = AUNU {qf}
o | = {S}
o F = {ar}

{(X,X,qr) : X€A}U
e = {(X,(X,w),w) : (X,w) € a,|w|>0}U
{(X7(X7W)7qf) : (X,W)EO(,|W|ZO}

teL(A) < tedw(G)






Postaci normalne

Zatézmy, ze € ¢ L(G).

Posta¢ normalna Chomskiego

X —a (acA) X —YZ (Y,Z€N)

Dowéd:
X —a (a€A) X —w (weN)

Posta¢ normalna Greibach

X —aw (a€A weN")




Problemy decyzyjne

Dane: Jjezyk bezkontekstowy L

Wynik:  czy L = 07

Uniwersalnos¢

Dane: jezyk bezkontekstowy L

Wynik: czy L = A*?

Dane: Jjezyki bezkontekstowe L, M

Wynik: czy L = M?




Problem przynaleznosci

Problem decyzyjny

Dane: Gramatyka bezkontekstowa G = (A, N, S, a) w postaci Chomskiego
i sfowo a1 ...an

Wynik:  czy aj...an € L7




Problem przynaleznosci

Problem decyzyjny

Dane: Gramatyka bezkontekstowa G = (A, N, S, a) w postaci Chomskiego
i stowo a1 ...an

Wynik:  czy aj...an € L7

V,-’j:{XeN:X—»ga,-...aj} (ISJ)

Algorytm
dla ie{l...n}, Vi; = {XeN : X —g a;}
dla i,je{l...n}, i<j, Vij =0

powtarzaj dla 1 <i<j< k<n
Vik = Vix U {XeN:3Y,ZeN. (X, YZ)ea,Y€EV;;,Z€ Vii1x}

az do stabilizacji

wynik = (S € Vi)




W nastepnym odcinku:

automaty dla jezykéw bezkontekstowych



