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Automaty dwukierunkowe

(Niedeterministyczny) automat dwukierunkowy A = (A,F,4,Q, 1, F,d)

0 C Qx(AU{,}) x @ x {-1,0,1}
(g,a,9q’, k) € 6: czytaj a, zmien stan z g na q’, zmien pozycje o k
Ustalmy stowo wejsciowe w € A*, niech n = |w]|.

Konfiguracja automatu A na stowie w to para (q,i) € Q x {0...n+ 1}

— q —
\
[(F[af[bfafaJbJa[b[ -]
0 1 i n n+1

o konfiguracje poczatkowe / x {1}
o konfiguracje akceptujace F x {n+ 1}

Zabraniamy przej$¢ postaci
(q7|_7q/7_1) (q7_|7q,71)7

czyli: 6 N (@x{F}xQ@x{-1} U @x{} xQ@x{1}) =0



Przyktad

Jaki jezyk rozpoznaje ten automat dwukierunkowy?

o A= {a, b}

° Q@ ={q0,91,92,p1,p2,a,r}

o I ={qo}

o F={a} = a b =
qo | (90,+1) (gq1,+1) (g0, +1) (po,—1)
q1 (92,+1)  (q1,+1) (r,—1)
q2 (90,+1)  (g2,+1) (r,—1)

po | (a+1)  (po,—1) (p1,—1)
pr | (r,+1)  (p1,—1) (po,—1)
a (a, +1) (a, +1) (a,+1)

r (r,+1) (r,+1) (r,+1)




Biegi automatu dwukierunkowego

Ustalmy automat dwukierunkowy A = (A,F,4,Q, 1, F,§) i stowo
W = ai...ap € A*.
Definiujemy relacje przejscia pomiedzy konfiguracjami automatu A na stowie w.

(q7 ’) — (ql7i+ k)

wtw. gdy
e 1 < i< noraz § zawiera przejscie (q, a;, q’, k), lub
e [ = 0 oraz § zawiera przejscie (q,F, ¢’, k), lub
e i = n+1 oraz § zawiera przejscie (g, 1, q’, k).
Bieg na stowie w to ciag konfiguracji (qo, i0), - - -, (gm, im), gdzie qo € I, ip = 0, oraz
(qjvij)—)(qj+17ij+1)7 dla.]:o77m71

Bieg jest akceptujacy jesli gm € F oraz im = n—+ 1.

Jak dtugi moze by¢ bieg automatu dwukierunkowego na stowie w ?




Jezyk automatu dwukierunkowego

Jezyk rozpoznawany przez A:

L(A) = {w e A* : A ma bieg akceptujacy na w}.

Pytanie

Jaki jezyk rozpoznaje ten automat dwukierunkowy?
a, 1 b1 a, 1l
start —
b,1
2 -1 st (F, - nieuzywane)

Czy automaty dwukierunkowe rozpoznaja wiecej jezykéw niz automaty
Jjednokierunkowe?




Automaty dwukierunkowe jako maszyny Turinga

o <]

[FlafbJafa[b[af[b]-]
1 i n n+1

maszyny Turinga ze stata pamiecia

Automaty dwukierunkowe =
maszyny Turinga z tasma wejsciowa tylko do odczytu,

bez tasmy roboczej



Deterministyczne automaty dwukierunkowe

Automat dwukierunkowy A = (A,F, 4, Q, 1, F,6) jest deterministyczny, jesli relacja
przejscia jest funkcja:
0:QxA—Qx{-1,0,1}

= a b -
Ggo | (90,+1) (g1,+1) (qo,+1)  (pPo,—1)
q (g2,+1)  (q1,+1)  (r,—1)
q2 (g0, +1) (g2, +1) (r,-1)

Po (a,+1) (o, —1)  (p1,-1)
pr | (r;+1)  (p1,—1) (po,—1)

a (a,+1) (a,+1) (a, +1)

r (r,+1) (r,+1) (r,+1)

lle stanéw musi mie¢ deterministyczny automat dwukierunkowy dla jezyka

L, = A*aAr—1?




Deterministyczne automaty dwukierunkowe (c.d.)

lle stanéw musi mie¢ deterministyczny automat dwukierunkowy dla jezyka

L, = A*aA""1a3A%?

a, b a, b
(% —~O=0O—=0=0 Cﬂ)
start —



Deterministyczne automaty dwukierunkowe (c.d.)

lle stanéw musi mie¢ deterministyczny automat dwukierunkowy dla jezyka

L, = A*aA""1a3A%?

a, b a, b
& —~O=0O—=0=0 é
start —

Odpowiedz

idzZ w prawo do pierwszej a
idz n krokdéw w prawo
jesli a to akceptuj
W.p.p.
idz n — 1 krokéw w lewo
kontynuuj od pierwszej instrukcji

wyjatek: jesli - to odrzué




Automaty dwukierunkowe a jednokierunkowe

Czy automaty dwukierunkowe rozpoznaja wiecej jezykéw niz automaty
jednokierunkowe?




Automaty dwukierunkowe a jednokierunkowe

Czy automaty dwukierunkowe rozpoznaja wiecej jezykéw niz automaty
jednokierunkowe?

Twierdzenie (Rabin, Scott 1959, Shepardson 1959)

Automaty dwukierunkowe rozpoznaja jezyki regularne.

Dowéd (Vardi 1989):
Niech A = (A, 4, Q, I, F,§) automat dwukierunkowy.

W=2a1...an & L(.A) wtw. gdy 3Pg, P1,...,Ppt1 t.Ze
o/ C P

°FﬂPn+1:(Z)

oVie{0...n+1}.(q,3;,9,k) €6 A ge Pi = q' € Pix
(ao: -, ant1 = —|)




Dowéd (2N — 1N

Po P, Po Ps Py Ps Ps P; Pg
[Flafbfafa[b[af[b]]

Dowéd (c.d.):
Definiujemy niedeterministyczny automat jednokierunkowy A’:

e Q= P(Q) x P(Q)

ot = PPy [EF
’ " VgeP,pcQ.(q,,p,0)€6 = pEP
Vge P,pe Q. (q,F,p,1)€d = pec P’}
PPNF=0
! / .
o B =APPY s vy ep peq (¢, 4p0)es = peP
VqIEP/7p€Q(q,7—1’p,71)€6:>pep}

Vg e P,pe Q. (q',a,p,—-1) €8 = peP

! / / 1" . ’ y 9y My

°6 - {((P7P)737(P7P )) . vqlep/7pEQ' (q’,a,p,0)65=>p€P’
Vg e PpeQ.(q,a,p,1) €6 = pe P’}

Z faktu z poprzedniego slajdu wynika:

we L) < w¢L(A)



Determinizacja

2D automaty

dwukierunkowe
deterministyczne

1IN automaty 2N automaty
jednokierunkowe o(n™) dwukierunkowe
niedeterministyczne niedeterministyczne

1D automaty

jednokierunkowe | .
deterministyczne o)

2n 2







Niedeterminizm = d

A= {a, b}*
L, = A*aAaA* w = aabab

start —)G)D a, b




A={a,b}*
A* — L,

—E
[ b
f

w = aabab

e
N\




Alternacja

Stany egzystencjalne i uniwersalne:

O

start *}6)? a, b 0 a a b
.
’ (D e 1 \ \
ab \ : | \
2 | 2 ‘




Automaty alternujace *

Automat alternujacy
A = (A, Q3,Qv,qo, F,9), QaN Qv =0, Q = QU Qy

Zaktadamy, ze dla kazdego g € Q i a € A, istnieje p € Q t.ze (q,a,p) € 6.

Ustalmy stowo wejsciowe w = aj...an € A*.

Gra o akceptacje G4, w:

o gracze: Automat, Przeciwnik

@ pozycje Automatu: Q3 x {0...n}

o pozycje Przeciwnika: Qy x {0...n}

@ pozycja poczatkowa: (qo,0)

ruch (q,i — 1) — (q¢’, i) jesli (q,a;,q') €6

o Automat wygrywa, gdy gra osiagnie pozycje (g, n), gdzie g € F

Jezyk rozpoznawany przez automat A:

L(A) = {w e A" : Automat ma strategie wygrywajaca w grze G4, }



Strategia wygrywajaca Automatu *

Jezyk rozpoznawany przez automat A:

L(A) = {w € A" : Automat ma strategie wygrywajaca w grze G4 » z (q0,0) }

Automat ma strategie wygrywajaca w Ga,w z (g, n) wtw. gdy g € F
W_Z’W = F
Automat ma strategie wygrywajaca w G4 w z (g, — 1) wtw. gdy
@ g € Qg iistnieje p € Q t.ze (q,aj, p) € § i Automat ma strategie wygrywajaca w
Gaw z (p, i), albo
@ g € Qy idlakazdego p € Q t.ze (g, a;, p) € §, Automat ma strategie
wygrywajaca w Ga,w z (p, i)
Wi ={a€Qs : Ip€Q.(qa,p)EF A pe Wi, }U
{g€Qv : VpeQ.(q.2,p) €5 = pe Wi}

L(A) = {we A" : goeW],}



Przyktad

Czy abbca € L(.A)? Jaki jezyk rozpoznaje ten automat?




Przyktad *

Czy abbca € L(.A)? Jaki jezyk rozpoznaje ten automat? I

Odpowiedz

(a(LbL N LcL))*aL, gdzie L = (b+ c)*




Jak przerobi¢ automat alternujacy A na automat rozpoznajacy jezyk A* — L(A) ?




Jak przerobi¢ automat alternujacy A na automat rozpoznajacy jezyk A* — L(A) ?

Czy automaty alternujace rozpoznaja wiecej jezykéw niz automaty
niedeterministyczne?




Automaty alternujace a jezyki regularne *

Twierdzenie

Automaty alternujace rozpoznaja jezyki regularne.

Dowéd:
Niech A = (A, Q3, Qv, qo, F,d) automat alternujacy.
Konstruujemy automat niedeterministyczny A’ = (A, Q',I’,F',§'):
e Q' = P(Q)
o/l = {XCQ: g €X}
o F' = P(F)

o (X,a,Y)ed wtw. gdy

X ={q€Q3 :3IpcQ.(q,a,p)€E5 AN pEY}U
{3€Qv : Vp€ Q. (q,a,p) €6 = pe Y}

weL(A) <= qeWy, <= (WS, wWi,) cd

IXel,YeEF . (X,w,Y)ed <« wel(A)



maty alternujace a jezyki regularne

(3VY) automaty |
alternujace

v E\
(3) automaty (V) automaty
niedeterministyczne R ko-niedeterministyczne

(egzystencjalne) (uniwersalne)

automaty
deterministyczne |_.

Automat (A")R jest deterministyczny.




W nastepnym odcinku:

@ minimalizacja automatéw niedeterministycznych

@ automaty na drzewach

czyli... prima aprilis!



