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@ Twierdzenie Myhilla-Nerode'a



Réwnowaznos¢ Myhilla-Nerode'a

w~LL zamiast {w} L = {u€ A* : wue L}

Jezyk L C A* okresla relacje réwnowaznosci w A*:

wepv o= wll = v7iL
<= VYueA . (wuel < vucl)

Fakt (~ jest L-niezmiennicza)

wr~v = (wel <= vel) -

Dowdd:
wel < scwlL



Twierdzenie Myhilla-Nerode'a

wrpv <= Yue A (wuel < vuel)

Przyktad

A= {a, b} e L =L €~y ab ~ abab
L= (ab)* a 'L = bL a~ aba ~| ababa

b=l = ¢ b~y aa~y abb
A={a, b} ()7L = {a"b"tk . neN}
L={a"b" : ne N}

Twierdzenie (Myhill-Nerode 1958)

Niech L C A*. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
o L jest regularny

@ ~; ma skoriczony indeks




Doweéd (L regularny = ~; ma skonczony indeks)

Niech A = (A, Q,{qo}, F,d) automat deterministyczny rozpoznajacy L.

Lg(qmw)(.A) = w™lL, dla kazdego w € A*.

Zdefiniujmy relacje réwnowaznosci ~ 4 na A*:
wrav <= 5(qo,w) = d(qo, v).
Relacja ta ma skonczony indeks. Uzywamy faktu powyzej, by dowiesé
WAV = W~ v,

Czyli indeks relacji ~ jest niewiekszy niz indeks relacji ~ 4.

Kazdy automat deterministyczny rozpoznajacy jezyk L ma przynajmniej indeks(~)
stanow.




Dowéd (~; ma skonczony indeks —> L regularny)

Fakt (~ jest prawa kongruencja)

W~V — wanryp va

Dowéd:
(wa)™lL = a7 Y(w™lL) = a7 }(v7iL) = (va)lL

Konstruujemy automat deterministyczny A; :
0o Q' = A/~ = {[w]~, - we AT}

°qy = [el~y

o F/ = {[w]~, : welL}

o §'([wl~y,a) = [wal~,
L(A) =L I
Dowéd:

F(elmp,w) = Wl €F <= wel



Automat A; (przyktad

0 Q = A/~ = {[w]~,  we AT}
° q(/, = [el~,

o F' = {lwl~, : wel}

° &([Wl~ysa) = [wal~,

Przyktad

L= (ab)*




Dowéd (~; ma skonczony indeks —> L regularny)

Konstruujemy automat deterministyczny A :
e Q = {wlL: we A"}
0 gy =L = e 1L
o FF = {MecQ : eceM}
e §'(M,a) = a~ M

weL(A) < §(ghw)eF < cecw ™l < wel



Automat A; (przyktad

Q = {w™lL: we A"}
gy = L =¢e1L
Flr={MecQ :eccM}
§(M,a) = a~M

Przyktad
L= (ab)*




Automat minimalny

Kazdy automat deterministyczny rozpoznajacy L ma przynajmniej indeks(~) stanéw.

Automat A; ma indeks(~) stanéw.

Czyli Ap to - automat deterministyczny rozpoznajacy jezyk L.

Czy automat minimalny jest wyznaczony jednoznacznie?




Dowodzenie minimalnosci (przyktad)

Niech L = (ab)*. Czy ten automat jest minimalny?

b

start —>

Kazdy automat deterministyczny rozpoznajacy L = (a b)* ma przynajmniej 3 stany.

Dowéd:
eb¢g L abel

| e a b
e | X b ab
2l %« b cabel bab¢ L
b | x X X

abel bb¢ L



© Minimalizacja automatéw deterministycznych



Kongruencja i automat ilorazowy

Niech A = (A, Q,{qo}, F,J) automat deterministyczny.

Kongruencja w A to relacja réwnowaznosci R C Q x Q taka, ze
° R(q,p) = (€ F < pcF)
@ R(q,p) = r(d(q,a),d(p,a)), dla kazdego a € A

Automat ilorazowy A/R:

e A = A
°oQ = {lglr : € Q} = Q/R
e g = [qo]r

F' = {lds : 9€ F} = F/R
o(lalr.2) = [9(a. 2

L(A/R) = L(A)

Dowdd:

' ([a0lr) = [3(q0)lr



Automat minimalny jako automat ilorazowy

Niech A = (A, Q,{qo}, F,d) automat deterministyczny. Niech L = L(.A).
Zatézmy, ze wszystkie stany automatu A s3 osiggalne.

Ls(go,m)(A) = w~lL, dla kazdego w € A*.

Definiujemy kongruencje w A nastepujaco:

Ra(q,p) wtw. gdy Lg(A) = Lp(A)

Automaty A/R 4 i AL sa izomorficzne.

Dowdd:

Q = {L4(A) : q€ Q} e Q' = {w™lL : we A"}
9% = Lao(A) G =L =c1L
F' = {L4(A) : g€ F} Fl' = {MeQ :ecM}
6'(Lg(A),a) = L(g,a)(A) §'(M,a) = a=Mm



Problem minimalizacji

Automat minimalny A; jest wyznaczony jednoznacznie (z dokfadnoscig do

izomorfizmu).

L= (ab)*

b
start —>
2
b 5 a
a, b



Problem minimalizacji

Problem obliczeniowy

Dane: automat deterministyczny A

Wynik:  automat (izomorficzny do automatu) A,

Algorytm

usufi stany nieosiggalne z automatu A
oblicz relacje Ry

oblicz automat ilorazowy .A/R4




Algorytm minimalizacji

Niech P bedzie podziatem zbioru Q.

Dla X,Y € Pi a € A powiemy, ze (a, Y) tamie X jesli -
° X;)a\k, = {geX :5qg,a)eY} # 0,
o XMy = {qeX :d(qa)gY} # 0.

Niech Px .y = P— XU {x;;k,, XIS ).

Podziat P jest stabilny jesli nie ma X, Y € Pia€ Atze (aY) tamie X.

Relacja R4 odpowiada najwiekszemu stabilnemu podziatowi.

Algorytm
P = {F,Q—F}
dopdki P nie jest stabilny, powtarzaj
znajdz X,Y € P oraz ac€ A, t.ze (a,Y) tamie X

P = PX,a,Y




© *Automaty a monoidy



Monoidy i ich homomorfizmy

Monoid M = (M, -, 1) to
o zbiér M
@ taczna operacja - : M2 — M, tzn.

(m-n)-k = m-(n-k), dlam,n ke M.
o element neutralny 1 € M, tzn.

1-m=m-1=m,dlameM

(A*,',&) (P(A*)—@,~,{€}) (N7+70) ({0---k_1}1+k70)

Homomorfizm z M do M to funkcja h: M — M’ t.ze
e f(m-n) = f(m)- f(n),
e f(1) = 1

a— {a} L— min{|w| : we L} n—n mod k




Jezyki rozpoznawane przez skofczone monoidy

Monoid M = (M, -, 1) rozpoznaje jezyk L C A* jesli istnieje homomorfizm z A* na M:
h:A* =M

i podzbiér X C M t.ze
L=h"1(X).

Przyktad

L = (ab)*
M = {e, a, b, ba, aa}

1 =c¢
| a b ba aa
€
a aa ¢ a
b ba aa aa
ba aa b ba
aa




Automaty a monoidy

Twierdzenie

Niech L C A*. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
o L jest regularny

o L jest rozpoznawany przez skoriczony monoid




Dowéd (automat +— monoid przejs¢)

Niech A = (A, Q,I,F,5).

Stowo w € A* determinuje relacje 0w C Q X Q:

6 = {(¢:9) : € Q} ba = {(9:9") : (¢,2,9') €8} baw = dodw

Definiujemy monoid przejs¢ M = (M, o,d.), gdzie
M = {6w : we A"} CP(Q x Q),
homomorfizm h: A* — M z A* na M
w +— Ow,
oraz podzbiér X C M:

X = {reM:3q€el,q €F.r(q,q)}

we L(A) < h(w)e X

Dowdd:
weL(A) < 3gel,d €F.(q,9") €dw < 6w =h(w) e X




Automat — monoid przejs¢ (przyktad)

Automat A M = ({dc, da; Ob; Obas Jaa},0,0e)

X = {6}
o ‘ € a b ba aa
€
a aa € a
b ba aa aa

ba aa b ba



Dowéd (monoid > automat)

Niech M = (M, -, 1) bedzie skohczonym monoidem, h : A* — M, oraz X C M.

Definiujemy automat deterministyczny A:

e Q =M
o | = {1}
e F = X
o 6(m,a) = m- h(a) 5(m,w) = m-h(w)

w e L(A) <= h(w) e X

Dowaéd:

welL(A) <= (l,w)eX <= 1-h(w)e X <= h(w)e X



fizmy a kongruencje

Kongruencja w A* to relacja réwnowaznosci R C A* x A*, ktéra jest substytutywna:

(w,v)ER A (W,V)ER = ((ww'),(vV)) ER.

Niech L C A*. Relacja réwnowaznosci R jest L-niezmiennicza jesli

(w,v)ER = (WeL < velL).

Niech L C A*. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

o L jest rozpoznawany przez skoriczony monoid

@ istnieje L-niezmiennicza kongruencja w A* o skoriczonym indeksie

Dowéd:
h A*/R
A

ker(h) R



Kongruencja syntaktyczna *

Lw=lL = {(uu') € A* x A* : uwu €L}

Jezyk L C A* okredla relacje réwnowaznosci w A*:

wr v <= LwlL = LviL
— Vu,u €A (uwid €L = uvi €l)

A ={a, b} €~ ab = abab
L = (ab)* a = aba =, ababa
~| bab =~ babab

ba ~; baba ~; bababa

aa ~| abb ~| aab ~; bba




Kongruencja syntaktyczna *

Kongruencje w A* s3 uporzadkowane przez relacje inkluzji.

=21 jest najwieksza L-niezmiennicza kongruencja w A*.

Dowdéd:
@ ~; jest kongruencja:
Lw™ L = LvP LA LWL = LV L = Lww)71L = L(vV)IL
@ ~2; jest L-niezmiennicza:

. . weL < (ge)elwtL
@ ~; jest najwieksza:

(w,v) R = (Vu,t/. (uwv',uvi')eER) = wry v

Niech L C A*. Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

o L jest regularny

@ ~¢; ma skoriczony indeks




Monoid syntaktyczny *

Monoid syntaktyczny M; = A*/x

L = (ab)* . \ 5 a b ba aa
€
a aa € a
IMIL = ({87 a, b? ba’ aa},~,a) b ba aa aa
ba aa b ba
aa

Monoid syntaktyczny M rozpoznaje jezyk L.

Twierdzenie (automat minimalny a monoid syntaktyczny)

Monoid przejs¢ automatu minimalnego jest izomorficzny z monoidem syntaktycznym.




Podsumowanie *

Twierdzenie

Niech L C A*. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
o L jest regularny

~ ma skonczony indeks

L jest rozpoznawany przez skoriczony monoid

monoid syntaktyczny M, jest skoriczony

/| ma skonczony indeks




