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Automaty z pustymi przejsciami

05 C@x(AU{e}) x @
@ Puste przejscia (e-przejscia)

5(g,e.9") qg—4q

@ Rozszerzamy puste przejscia:

3(g.e.q) g— ——...——q

o Usuwanie pustych przejsc¢:

6(q,e,q) A
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Wyrazenie regularne — automat skonczony

Dla kazdego wyrazenia regularnego istnieje réwnowazny automat skoriczony.

(Kazdy jezyk regularny jest rozpoznawany przez automat skoriczony.)

Dowad:
Konstruujemy indukcyjnie automat A, z pustymi przejsciami t. ze L(A.) = L.

@ poczatek:
Aa (a S A) Ae Ap

@ krok indukcyjny:
o A, Ay — Aim
o A, Ay — Apim
o A — Ajpx«



Automat skonczony — wyrazenie regularne

Dla kazdego automatu skoriczonego istnieje rownowazne wyrazenie regularne.

(Kazdy jezyk ropoznawany przez automat skornczony jest regularny.)

Dowéd:

Bez utraty ogélnosci zatézmy, ze automat ma doktadnie jeden stan poczatkowy
i jeden stan akceptujacy:

L(A) = U Loo (-A)

qel,q'€F
Indukcja ze wzgledu na liczbe przejs¢ |§| automatu.
o poczatek: brak przejs¢
L=29 albo L =c¢

@ krok indukeyjny: ...



automat skonczony — wyrazenie regularne (krok indukcyjny)

start —

Loo + Lapa(Lpp a)" Ly g



Przyktady

a
- @ )
b . b

Log + Loga(ly,qa) Lly.q = Lyg = 0+ecb(@b)"e = b
) + ea(ba)’e = a(ba)”

Lgg = €
Lq,q’ = @

start *)

e + calea)’e = a"



Réwnowaznosé

Twierdzenie (Kleene 1956)

Wyrazenia regularne sa réwnowazne automatom skoriczonym.

(Automaty skoriczone rozpoznaja doktadnie jezyki regularne.)
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Réwnowaznos¢ (c.d.)
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Automaty deterministyczne a wyrazenia regularne

Automat deterministyczny Ap:

0o A= {(jke{l...n}* : j#£k}
e @ = {1...n}U {Smietnik}

o | = {1}

o F = {n}

° 00U,k = {:mietnik i:/}pé)lplxlzj

d(Smietnik, (j, k)) = $mietnik

Wyrazenie regularne réwnowazne automatowi A, ma rozmiar Q(2"1).

A = {a,b}. Jezyk L, = A*aA""2.

Automat deterministyczny rozpoznajacy L, ma Q(2""!) stanéw.






Pompowanie

Obserwacja

Bieg automatu o n stanach, o dtugosci wiekszej niz n, odwiedza dwukrotnie
jakis stan.

start — Q

Obserwacja

Jesli automat o n stanach akceptuje stowo o dtugosci wiekszej lub réwnej n, to
stowo to mozna przedstawié¢ jako

wuv, gdzie|lul|>0i|lwu|<n

i automat akceptuje stowo w u™ v, dla kazdego m € N.




Przyktad

A = {a,b}. Czy jezyk L = {a"b" : n € N} jest regularny?

m n—m—k pn

Odpowiedz

Nie: Dowdd nie-wprost.

Zatézmy, ze L jest rozpoznawany przez automat A o n stanach. A akceptuje
a" b" € L, wiec a""% b" € L dla pewnego k > 0. Sprzecznosé.




Pompowanie

Lemat o pompowaniu

Dla kazdegu jezyka regularnego L istnieje n takie, ze kazde stowo x € L,
|x| > n, mozna przedstawi¢ jako

x=wuv, gdzie [u| > 0i|wu| <n

i dla kazdego me N, wu™v € L.

L jest nieregularny, jesli dla kazdego n, istnieje stowo x € L,
dla kazdego przedstawienia x jako

x| > n takie, ze

x=wuv, gdzie [ul >0 i|wu| <n,

istnieje m € N takie, ze wu™ v & L.




Pompowanie — przyktad

A = {a,b}. Czy jezyk L = {a™b" : m < n} jest regularny?

Odpowiedz

Nie. Dla dowolnego n € N, rozwazmy stowo x, = a" b" € L.
Rozwazmy dowolne stowa w, u, v takie, ze

Xn = wuv, |ul>0i|wu| <n.

Czyliwea*, uca iveabh" Wtedy wu?v & L. Zatem L nieregularny.




Pompowanie — przyktad 2

Czy jezyk palindroméw L = {w € {a,b}* : w = wR} jest regularny?

Odpowiedz

Nie. Dla dowolnego n € N, rozwazmy stowo x, = a" ba" € L.
Rozwazmy dowolne stowa w, u, v takie, ze

Xn = wuv, |u>0i|wu| <n.

Czyliwea*, ueativea ba" Wtedy wv & L. Zatem L nieregularny.




Pompowanie — przyktad 3

Czy jezyk L = {(c*a)" c*(bc*)" : n &€ N} jest regularny?

Odpowiedz 1

Nie. Dla dowolnego n € N rozwazmy stowo x, = a"b" € L ...

Odpowiedz 2

Nie. Dowdd nie-wprost.

Przypusémy, ze L jest regularny. Rozwazmy homomorfizm
h:{a,b,c}* — {a, b}* wyznaczony przez

ar»a, b— b, cr—e.

Skoro L jest regularny, to (L) = {a"b" : n € N} tez. Sprzecznosé.




Pompowanie — przyktad 4

Czy zbiér wyrazen regularnych L jest jezykiem regularnym?

Alfabet to A’ = AU {+,*,¢,0,(,)}




Pompowanie — przyktad 4

Czy zbiér wyrazen regularnych L jest jezykiem regularnym?

Alfabet to A’ = AU{+,",¢,0,(,)}.

Odpowiedz

Nie. Dowdd nie-wprost.

Przypusémy, ze L jest regularny. Rozwazmy homomorfizm
h:(A) = {()},

ktéry zachowuje symbole (i) a ,wymazuje" pozostate. Zatem E(L) to

poprawnie zbudowane wyrazenia nawiasowe. Skoro L jest regularny, to I_;(L)
tez.

Dla dowolnego n € N, rozwazmy stowo x, = (...( )...) €L ...
—— —~—~

n n







Problem przynaleznosci

Problem decyzyjny

Dane: jezyk regularny L i stowo w

Wynik: czy w € L?
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Problem przynaleznosci

Problem decyzyjny

Dane: automat niedeterministyczny A = (A, Q, 1, F,d) i
sfowo w = a1 ...an

Wynik:  czy w € L(A)?

Algorytm
X:=1
powtarzaj dla i = 1...n
X = §(X,a) 5(X,a) = {¢€Q :3geX. g—s,4q}

wynik = (XNF # 0)




Problem niepustosci

Problem decyzyjny

Dane: automat niedeterministyczny A = (A, Q,/, F,0)

Wynik:  czy L(A) # 07

Algorytm

X =0
Y = |1
dopodki Y # ()
X = XUY

Y = §(Y)=X &Y)
wynik = (XNF # 0)

{¢€Q:3geY,acA qg—254q}




Problem nieskofAczonosci

Problem decyzyjny

Dane: automat niedeterministyczny A = (A, Q, [, F,d)

Wynik:  czy L(.A) nieskonczony?




Problem nieskonczonosci

Problem decyzyjny

Dane: automat niedeterministyczny A = (A, Q,/, F,0d)

Wynik:  czy L(.A) nieskonczony?

Algorytm

sprawdz, czy istnieje stan q taki, ze
° Lig(A) # 0
o Lor(A) # 0
° Lgq(A) # {e} 7e

s Hg—\ @




Problem réwnosci

Problem decyzyjny

Dane: automaty niedeterministyczne A, B

Wynik: czy L(A) C L(B)?




Problem réwnosci

Problem decyzyjny

Dane: automaty niedeterministyczne A, B

Wynik: czy L(A) C L(B)?

Algorytm

oblicz automat B dla dopelnienia jezyka L(B)

sprawdz, czy L(A)NL(B) # 0




Problem réwnosci

Problem decyzyjny

Dane: automaty niedeterministyczne A, B

Wynik:  czy L(A) C L(B)?

Algorytm

oblicz automat B dla dopelnienia jezyka L(B)

sprawdz, czy L(A)NL(B) # 0

Problem decyzyjny

Dane: automaty niedeterministyczne A, B

Wynik:  czy L(A) = L(B)?




W nastepnym odcinku: minimalizacja automatu

®:



