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Zad. 1. Dwa jezyki uwazamy za przemiennie rownowazne, jesli dla kazdego
stowa w nalezacego do jednego z jezykow, drugi jezyk zawiera stowo rézniace
sic od w tylko kolejnoscia liter (ale nie liczba wystapien liter). Wyrazenia
regularne sa przemiennie réwnowazne gdy ich jezyki sa. Napisz wyrazenie
regularne o gtebokosci gwiazdkowej 1 (tzn. bez zagniezdzenia gwiazdki) prze-
miennie rbwnowazne wyrazeniu

a(a(bc)® +b)*.

Rozwigzanie. Skoro kolejnos¢ liter jest nieistotna, to rownowaznie mozemy
rozpatrywaé wyrazenie

a(a(bc)*)* b,

Podzielmy jezyk L opisany przez to wyrazenie na dwa roztaczne podzbiory
Ly i Ly. Niech L; zawiera stowa z L nie zawierajace c. Zatem wyrazenie

regularne dla L, otrzymamy przez usuniecie wewnetrznej gwiazdki:
Ly = aa*b* = a'b*.

Ly zawiera stowa z L, ktore zawieraja przynajmniej jedng litere c¢. Zatem do
,wygenerowania’ tych stéw potrzebna jest przynajmniej jednokrotna iteracja
wewnetrznej gwiazdki. Skoro kolejnosé liter jest nieistotna to mozemy wyko-
na¢ wszystkie iteracje wewnetrznej gwiazdki ,przy pierwszej okazji’, otrzy-
mujac przemiennie rownowazne wyrazenie:

aa(bc) a*b*,
ktore mozna dalej uprosci¢ do:
aa® (be)t b*.
Wyrazenie regularne rownowazne przemiennie wyrazeniu z zadania to:

at b + aa® (be)T V", albo at b (a(be)t + ¢).



Zad. 2. Narysuj minimalny automat deterministyczny dla jezyka tych stow
nad alfabetem {a, b}, ktore nie zawieraja zadnego palindromu dlugosci 4.
Zabronione sa skrzyzowania krawedzi na rysunku.

Rozwigzanie. Wszystkie stany na rysunku sg akceptujace, jeden stan nie-
akceptujacy ($mietnik) pominiety wraz z wszystkimi krawedziami do niego
prowadzacymi.

Automatu tego nie da sie narysowaé bez skrzyzowan krawedzi, gdyz graf nie-
skierowany otrzymany przez wymazanie kierunku strzatek nie jest planarny:.

Zad. 3. Rozwazmy jezyk L stow nad alfabetem {a, b}, w ktorych najdtuzszy
cigg kolejnych liter a jest Scisle dtuzszy niz najdtuzszy ciag kolejnych liter b.
Na przyktad stowo

bbaaaabbbababbb = b*a*b*a'bta't?

nalezy do jezyka, bo cigg a? jest $cisle dtuzszy niz kazdy z czterech ciggéw
b2, b3, b, b3, Czy jezyk L jest bezkontekstowy? Jedli tak to podaj gramatyke
bezkontekstowa generujaca ten jezyki i uzasadnij jej poprawnosé, a jesli nie
to udowodnij, ze nie jest.

Rozwigzanie. Jezyk L nie jest bezkontekstowy. Aby tego dowiesé, uzyjemy



lematu o pompowaniu. Dla dowolnego n, rozwazmy stowo
w, = ba" e L

i niech w, = wuxvyw bedzie dowolng dekompozycja w, taka, ze |zy| > 1
oraz |zvy| < n. Rozwazmy dwa przypadki.

Jedli a nie wystepuje w xy, to obydwa stowa x, y znajduja sie po tej samej
stronie infiksu a" ™, poniewaz |zvy| < n. Czyli stowo uz?vy?w to

albo prtmg e albo pran iyt

gdzie m = |xy| > 1, w obydwu przypadkach nie nalezy do L.

Jesli a wystepuje w xy, to zy € b*a™ albo symetrycznie xy € atb*,
znow dlatego, ze |zvy| < n. Powiedzmy, ze xy = b™aftl. Wtedy stowo
wow = b *b" nie nalezy do L.

Zad. 4. Czy jezyk L ={a,b,$}* — M, gdzie
M = {whv : w,v € {a,b}" sa palindromami i w$v jest palindromem }

jest jezykiem bezkontekstowym? Jesli tak to podaj gramatyke bezkontek-
stowa generujaca ten jezyk i uzasadnij jej poprawnosé, a jesli nie to udowod-
nij, ze nie jest.

Rozwiazanie. Jezyk L jest bezkontekstowy, poniewaz jest sumag nastepu-
jacych jezykow:

1. Ly : stowa, w ktorych liczba wystapier litery $ jest rézna od 1

2. Lg: stowa w$v takie, ze v # w! (w,v € {a,b}*)

3. stowa w$v takie, ze w nie jest palindromem (w,v € {a,b}*)

4. stowa v$w takie, ze w nie jest palindromem (w,v € {a,b}*)

Gramatyka dla L zawiera zatem cztery produkcje dla nieterminala poczat-
kowego S
S — S;,gl | N$ ’ N$SO | SQ$N



Pozostate produkcje to:

So — Spa | Spb|e czyli L(Sy) = {a,b}”
Sz —> So | S>2 czyli L(S4) = La
Ssy — S03503 | Ssoa | Ss2b | S50 8

N — aNa|bNb|aSyb|bSya  czyli L(N) = nie-palindoromy
Ny — aNga |bNgb|aSib|bSia czyli L(Ng) = Lg

S1 — Su$So

Zad. 5*. To samo pytanie co w zadaniu 4, ale dla jezyka L = {a, b}*—h(M),
gdzie h to homomorfizm wyznaczony przez a — a, b~ b, § — ¢.

Rozwiazanie. Jezyk h(M) zawiera stowa postaci ww? takie, ze w jest

palindromem. Poniewaz kazdy palindrom spelia réwnosé w = w®, mamy

h(M) = {ww : w jest palindromem}.
Zauwazmy, ze nastepujace stwierdzenia sg réwnowazne:
e w jest palindromem
e ww jest palindromem,

zatem mamy réwnosé
h(M) = {ww : ww jest palindromem} = {ww : w € {a,b}*} N palindromy.

Dalej tatwo.



