Jezyki, automaty i obliczenia
egzamin (zadania) — przykladowe rozwigzania

Zad. 1. Podaj algorytm, ktéry dla danego wyrazenia regularnego F i liczby
naturalnej n rozstrzyga, czy jezyk definiowany przez E zawiera przynajmniej
jedno stowo dlugosci 2". Czas dziatania algorytmu powinien byé wielomia-
nowy wzgledem |E| + n.

Rozwigzanie.

e Zamieniamy wyrazenie regularne na automat skoriczony. Bez utraty
ogolnosci zatdézmy, ze stany automatu to {1...m}.

e Obliczamy macierz binarna M rozmiaru m X m, w ktorej na pozy-
cji (4,7) jest 1 wtw. gdy w automacie jest przejscie (po jakiejkolwiek
literze) ze stanu i do stanu j.

e Obliczamy macierz M2" poprzez n-krotne poniesienie do kwadratu.

Jezyk L(E) zawiera jakies stowo dtugosci 2" wtw. gdy macierz M?" zawiera
1 na pozycji (i, j), dla jakiegos stanu poczatkowego i i jakiegos§ stanu akcep-
tujacego j. Wszystkie kroki algorytmu sa w czasie wielomianowym.

Zad. 2. Ustalmy alfabet {a,b}. Niech ruch oznacza wyciecie ze stowa
infiksu abba, np. stowo aabbabbabba moze zostaé przeksztatcone do jednego
ze stow:

abbabba aabbbba aabbabb.

Niech L bedzie zbiorem stéw, ktore za pomoca pewnej liczby ruchéw mozna
przeksztalcié do stowa pustego.

(a) Czy L jest regularny? Jesli tak, to zdefiniuj automat.
(b) Czy L jest bezkontekstowy? Jesli tak, to zdefiniuj automat ze stosem.

Rozwigzanie.

(a) L nie jest regularny. Dowod nie wprost. Przypusémy, ze L jest re-
gularny. Wtedy K = L N (ab)*(ba)* tez jest regularny. Zauwazmy,
ze K = {(ab)"(ba)" : n € N} — faktycznie, (ab)™(ba)! € L wtw. gdy
m = 1. Niech M = h~'(K), gdzie h jest homomorfizmem wyzna-
czonym przez ¢ — ab,d +— ba. 7 regularnosci K wynika, ze M jest
regularny, ale M = {c"d" : n € N} nie jest regularny. Sprzecznosc.



(b) L jest bezkontekstowy. Automat ze stosem wykonuje glowna petle, w
ktorej wezytuje kolejne litery z wejscia i odktada je na stos. Oprocz
tego, w dowolnym momencie automat moze za pomoca e-przejscia wy-
wola¢ podprocedure, ktora za pomocs e-przej$é¢ zdejmuje ze stosu ko-
lejne litery stowa abba a nastepnie wraca do petli gtéwnej. Akceptacja
przez pusty stos.

Zad. 3. Czy nastepujace problemy sa rozstrzygalne? Dla danego jezyka
bezkontekstowego L nad alfabetem {a, b} stwierdzi¢, czy:

(a) L zawiera przynajmniej 19 roznych stow zawierajacych litere a;

(b) L zawiera wszystkie stowa zawierajace litere a.

Rozwigzanie. Zal6zmy bez utraty ogblnosci ze jezyk L jest reprezentowany
przez gramatyke w postaci Greibach.

(a) Problem rozstrzygalny. Algorytm:

— Obliczamy gramatyke dla jezyka K = LN (a+b)*a (a+b)*. Teraz
nalezy sprawdzié¢, czy K zawiera przynajmniej 19 réznych stow.

— Sprawdzamy, czy K jest nieskoriczony, i jesli tak, to odpowiadamy
Hbak”.

— K jest skonczony, wiec najdtuzsze stowo w K ma dtugosé co naj-
wyzej wykladnicza wzgledem rozmiaru K. Mozemy wiec obliczy¢
wszystkie stowa z K a takze ich liczbe.

(b) Problem nierozstrzygalny. Redukcja problemu uniwersalnosci dla je-
zykow bezkontekstowych, ktora przeksztatca jezyk K C (a + b)* na
jezyk:

K' = {wav : wv € K,v € b*}.
Czyli jezyk K’ zawiera dowolne stowo z K do ktorego wstawiono jedng
litere a jako ostatnig a w tym stowie. Nalezy pokazaé¢, ze (L) K =
(a+b)* wtw. gdy (P) K’ zawiera wszystkie stowa zawierajace a. Jesli
(L), to kazde stowo zawierajace a jest w K’, poniewaz po usunieciu
ostatniego a stowo to nalezy do K. Jesli (P), to kazde stowo w € (a+b)*
nalezy do K, poniewaz stowo wa nalezy do K’.

Inne mozliwe rozwiazanie to dowdd nie wprost: pokazemy, ze gdyby
problem byt rozstrzygalny, to rozstrzygalny bytby tez problem uniwer-
salnosci dla jezykoéw bezkonteksowych (dla danego jezyka bezkontek-
stowego L nad {a,b} sprawdzi¢, czy K = (a + b)*7?).



Faktycznie, oto algorytm dla uniwersalnosci.

— Sprawdz, czy K zawiera wszystkie stowa zawierajace litere a. Te-
raz pozostaje nam tylko sprawdzié, czy b* C K.

— Skonstruuj gramatyke dla jezyka K’ = K N b*, poprzez usunie-
cie z gramatyki wszystkich produkcji zawierajacych litere a; za-
uwazmy, ze K’, bedac jezykiem bezkontekstowym nad alfabetem
jednoliterowym {b}, jest jezykiem regularnym.

— Skonstruuj automat skoniczony dla K.

— Sprawdz, czy K’ = b* (co jest rownowazne b* C K).

Zad. 4. Cgzy dla kazdego czesciowo rozstrzygalnego jezyka L, jezyk Cycle(L)
{wv : vw € L} jest czesciowo rozstrzygalny?

Rozwigzanie. Tak. Niech M bedzie maszyna rozpoznajaca jezyk L. Intu-
icyjnie mowiac, maszyna dla jezyka Cycle(L) na slowie wejsciowym w uru-
chamia n = |w| kopii maszyny M na wszystkich stowach otrzymanych przez
przesuniecie cykliczne stowa w. Akceptacja nastepuje gdy ktorakolwiek z
kopii zaakceptuje.

Organizacja takiego obliczenia nie jest trudna, ale jest zmudna. Na ta-
$mie musimy przechowywaé¢ n konfiguracji maszyny M:

H#erftcott .. Fen

w kazdym kroku wykonujemy jeden krok (wybrany niedeterministycznie)
kazdej z kopii. Aby zapewni¢ wystarczajaca ilosé miejsca na tasmie do prze-
chowywania n konfiguracji maszyny M, przed kazdym krokiem wykonu-
jemy ,rozsuniecie” konfiguracji ¢y, . . ., ¢, na tasmie, tzn. dopisujemy symbol
wblank” po lewej i po prawej stronie:

#BciB#BcoB# ... #Bc,B#.

Opisana maszyna akceptuje stowo w wtw. gdy w € Cycle(L).



