gera.

1.

Problemy Decyzyjne dla Systemdéw
Nieskonczonych

Cwiczenia 8
13 kwietnia 2012

Na tych ¢wiczeniach zajmowaliSmy zbiorami semilinowymi i logike Presbur-

Pokaz, ze zbiory semiliniowe sg zamkniete na przeciecie.

Wskazoéwki

wystarczy dla zbiorow liniowych
niech 4 =c¢+Ndy +... +Ndy, So =¢ +Ndj +... +Nd},

intuicyjnie wystarczy pokazaé, ze zbiér indekséw (tzn. wspoélczynnikéw
przy d; lub df) jest semilinowy

niech A ={(i1,...,ik,J1,---,Jm) i ctirdi +...+igd =+ 1di+.. . +
Jmdl, }, wystarczy pokazaé, ze A jest semilinowy

idea: weZmy minimalne punkty z A, oznaczmy jako P
pytanie: czy P jest skonczony
tak: z lematu Dicksona

czyli wezmiemy jako punkty bazowe naszego zbioru semiliniowego punkty

z P

skad wzia¢ okresy

zdefiniujmy zbidr réznic elementu zbioru A, czyli zbiér B = {(i1, ..., ik, j1, - - -

i1dy + ... +igdy = j1dy + ... + jmdl,} z punktami minimalnymi R
R beda okresami (we wszystkich zbiorach liniowych)

niech S(P, R) to zbiér o |P| zbiorach liniowych, bazy sa z P a w kazdym
ze zbioréw liniowych okresy sa z R, pokazemy, ze S(P,R) = A

S(P,R) C A, to jasne, bo dodajac elementy z R do elementéw z P nie
wyjdziemy z A

pytanie, czy S(P, R) D A, czyli, czy dojdziemy w ten sposéb do wszystkich
elementéw z A

wezmy a € A, albo a € P, wtedy OK, albo istnieje a’ € P taki, ze a’ < a
(po wszystkich wspdlrzednych)

 Jm)



e wtedy @’ — a € B, wystarczy pokazaé, ze da si¢ to przedstawié¢ jako sume
elementéw z R, pokazemy, ze cale B da sie tak przedstawi¢

e przypu$émy przeciwnie, niech b € B to minimalny element w B nie dajacy
si¢ przedstawié jako suma elementéw z R. Wéwczas istnieje b’ < b taki,
ze b/ € R. Jednak réwniez b — b € B, a skoro b — b < b, to daje si¢
przedstawi¢ jako suma elementéw z R. Zatem b = (b — V') + b réwniez
daje sie przedstawi¢ jako suma elementéw z R, sprzecznosé.

2. Pokazaé, ze FO(+,=) = FO(+,=,<,=p,0,1), czyli, ze operacje z pra-
wej strony sa wyrazalne w logice pierwszego rzedu przed jedynie dodawanie i
rownosé. Te logike nazywamy logika Presburgera.

Rozwiazanie

e r <y << dx+z=y

o zero(x) < zr+x==x

s r<y = (<YN#(r=y)

o one(r) < V,(z < z)— zero(z)

e r=,y < Jdrx=y+z+...+2zVy=x+2+...+ z dla ustalonego m

e r-m=x+...+ x dla ustalonego m
—_———

m

3. Pokaz, ze zbiory semiliniowe = zbiory definiowalne w logice Presburgera.

Rozwigzanie To ma dlugi dowdd, ktéry ciagnat sie do konca éwiczen i nie
zakonczyl (choé chyba bylo jasne jaka jest jego struktura). Na nastepnych (9-
tych) éwiczeniach prébowalidmy uproscié¢ go nieco co sie nie udato. Dow6d byt
wziety z artykutu: A New Proof of a Theorem by Ginsburg and Spanier” Marcus
Kracht, 2002, latwy do znalezienia w googlach.



