Problemy Decyzyjne dla Systemdéw
Nieskonczonych

Cwiczenia 7
30 marca 2012

Na tych ¢wiczeniach zajmowaliSmy sie redukcjami pomiedzy problemami w
sieciach Petriego oraz nieco zbiorami semilinowymi.

1. Pokaz, ze zbiory semiliniowe w N i zbiory ostatecznie okresowe w N to to
samo (patrz zadanie 2 z ¢wiczen 6).
Wskazéwki

e t0, co zostalo z zeszlych éwiczen, to fakt, ze zbiér semiliniowy jest osta-
tecznie okresowy

e latwo zobaczy¢, ze suma zbiorow ostatecznie okresowych jest ostatecznie
okresowa (okres jest iloczynem okreséw lub ewentualnie mniejszy)

e zatem wystarczy te implikacje pokazaé¢ dla zbioru liniowego
e rozwazmy zbiér liniowy {a + biny + ...+ bgng : n1, ..., n, € N}
e wystarczy pokazaé przy zalozeniu a = 0

e mozna wszystkie b; podzieli¢ przez NW D, czyli wystarczy pokaza¢ fakt
dla NWD(by,ba,...,br) =1

e nazwijmy ten zbidr S, bedziemy chcieli pokazaé, ze wszystkie elementy od
pewnego momentu naleza do S

e jeSliz € S, to x+kb; € S dla dowolnego k € N, zatem wystarczy pokazad,
ze dla kazdej reszty v € {0,...,b; — 1} istnieje z, € S taki, ze z, = r
mod bl

o wowczas wszystkie liczby naturalne wieksze od max(zg, 21, . . ., Zp, —1) beda
naleze¢ do S

e wiemy (z faktu z teorii liczb), ze istnieja liczby a; € Z takie, ze a1b; +
asby + ...+ ab; =1

e niech a bedzie najmniejsza wielokrotnoscia by wieksza od |a;| dla kazdego
i, wowczas a + a; € N

e mamy zatem (a + a1)b; + (a + a2)bs + ... + (a + a;)b; = kb; + 1, mnozac
stronami przez r otrzymujemy z, = r((a+a1)bi+(a+az)ba+. ..+ (a+a;)b;)

Zauwazmy, ze tego faktu wynika prosto, ze zbiory semiliniowe w N sa za-
mknigte na operacje boolowskie. To jest réwniez prawdziwe dla zbiorow semili-
niowych w N*, ale juz nie tak prosto tego dowiesé¢, bedziemy moze pokazywac.



2. Pokaz, ze dla danej sieci Petriego i markowania poczatkowego My rozstrzy-
galny jest problem ograniczonosci (tzn. czy zbiér {M : My ~» M} jest skon-
czony).

Wskazéwki

e robimy podobnie jak przy problemie terminacji - budujemy drzewo moz-
liwych obliczen

e jesli napotkamy na jakiejs gatezi dwie konfiguracje: My, a potem My, My <
M, (ostra nier6wnosé!), to wiadomo, ze zbiér osiagalnych konfiguracji jest
nieskonczony

e z WQO wiemy, ze napotkamy kiedys M; < My, pytanie co robimy jak sa
réwne

e jesli My = M, to ucinamy drzewo w tym miejscu, bo intuicyjnie z M5 nie
zrobimy niczego wiecej niz z M,

e widad, ze algorytm sie konczy: kazda $ciezka jest skonczona, rozgalezienie
skonczone, czyli z lematu Koniga drzewo jest skonczone

e jesli napotkaliSmy gdzie$ M1 < Mo to zbidr osiagalny jest oczywiscie nie-
skoficzony, jesli nie napotkali$my, to jest skoniczony (co pokazemy)

e pokazemy ze jesli nie napotkaliSmy pary M; < My, to wszystkie osiagalne
konfiguracje sa w drzewie

e przypuéémy, ze jest pewna konfiguracja M osiagalna z My, spdjrzmy na
najkrotsza $ciezke My ~~ M

e na tej Sciezce nie ma zadnej pary M; = My (bo ta $ciezka jest najkrétsza
mozliwa), nie ma tez zadnej pary M; < My (bo bylaby w drzewie), wiec
ta Sciezka po prostu jest cala w drzewie (tego rozumowania nie bylo na
¢wiczeniach, tak naprawde przeoczyliSmy, ze bylo potrzebne)

3. Zredukuj problem osiggalnosci markowania do osiagalno$ci markowania pu-
stego w sieciach Petriego.

Wskazowki
e trzeba do sieci Petriego dodaé pewien gadzet

e powiedzmy, ze chcemy rozstrzygnaé osiagalnosé markowania M, dodajemy
jedno nowe miejsce do sieci Petriego, nazwijmy je C' (jak control) oraz
jedna tranzycje t: zdejmujaca M oraz 1 zeton z miejsca C'

e poczatkowe markowanie na oryginalnych miejscach jest takie jak poprzed-
nio, a na C' ma 1 Zeton



miejsce C i 1 zeton na nim sa po to, zeby tylko 1 raz dalo sie zdja¢ M
pokazemy teraz poprawnos$é¢ konstrukeji

jesli M bylo osiagalne, to teraz puste jest oczywiscie osiagalne, z drugiej
strony jesli teraz puste jest osiagalne, to znaczy, ze tranzycja t zostata wy-
konana doktadnie 1 raz, a wiec M bylo osiagalne (bo wczesniejsze zdjecie
kilku Zetonéw nie moglo w niczym poméc)

4. Zredukuj problem osiggalnosci markowania do zerowalnosci konkretnego
miejsca w sieciach Petriego.

Wskazoéwki

trzeba znéow dodaé pewien gadzet

wprowadzmy nowe miejsce: liczace sume zetondéw na wszystkich innych
miejscach, nazwijmy je X

mozemy tak zmodyfikowaé¢ wszystkie tranzycje zeby niezmiennik: liczba
zetonéw na Y = suma zetonéw na pozostalych byt zachowany

gdy dodamy je do konstrukcji z poprzedniego ¢wiczenia, to pusta konfigu-
racja zostanie osiagnieta w poprzedniej sieci Petriego wtedy i tylko wtedy
gdy miejsce X bedzie wyzerowane w nowej sieci Petriego

5. Zredukuj wzajemnie do siebie problemy osiggalnos$ci markowania i osiggal-
nosci blokady w sieciach Petriego. Przez blokade rozumiemy dowolne markowa-
nie, w ktérym nie mozna wykonaé¢ zadnej tranzycji.

Wskazoéwki

najpierw redukcja z osiagalnosci markowania do osiagalnosci blokady
wykorzystamy konstrukcje z zadania 4 dodajac do niej dodatkowe gadzety

dodajmy tranzycje pobierajaca zeton z miejsca ¥ i oddajaca na to samo
miejsce, woéwczas jezeli to miejsce nie bedzie wyzerowane, to blokada nie
moze by¢ osiagnieta

nie jest jednak prawdziwa implikacja odwrotna: moze by¢ tak, ze sa pewne
tranzycje dodajace zetony, ale nie pobierajace zadnych, wowczas nawet 0
zetonow na Y nie zablokuje ich

problem mozna rozwiaza¢ troche je modyfikujac

mianowicie do kazdej takiej tranzycji dodajmy warunek, ze pobiera ona
jeden zeton z miejsca C', a potem oddaje w to samo miejsce



e te tranzycje sa nadal wykonalne dopdki nie wykonamy ¢ (zdejmujac zeton
z C), potem juz nie sa

e zatem blokada jest osiggalna wtedy i tylko wtedy gdy w oryginalnej sieci
markowanie M bylo osiagalne

e zredukujmy teraz osiagalno$¢ blokady do osiagalnosci markowania

e zauwazmy, ze kazda blokada jest spowodowana tym, ze na pewnych miej-
scach jest malo zetonow

e oznaczmy maksymalng liczbe wystepujaca w tranzycjach przez K

e mozemy blokady podzieli¢ na grupy postaci (n1,?,?,ng,?,ns), ktére zna-
cza: na miejscu pierwszym jest doktadnie n; zetondw, czwartym ng i sz6-
stym ns, ni,n2,n3 < K, na pozostatych jest dowolna liczba zetonow

e dla kazdego takiego ukladu mozemy zobaczy¢, czy on jest blokada, teraz
osiggalnosé blokady sprowadza si¢ do sprawdzenia oddzielnie dla kazdego
uktadu blokujacego, czy jest on osiagalny

e to jednak jest rownowazne pokrywalnosci, w tym wypadku markowania
(n1,0,0,n2,0,n3), ktére tatwo daje sie sprowadzi¢ do osiagalnosci (po-
zwalamy na znikanie Zetonéw i pytamy o osiagalno$é danego markowania)

Na koncu zabraliSmy sie jeszcze do pokazywania zamkniecia zbiorow semili-
niowych w N*¥ na operacje boolowskie, ale to dokohczymy nastepnym razem.



