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Na tych éwiczeniach zajmowali$my sie sieciami Petriego (i VASami, gdyz to
w zasadzie to samo) oraz zbiorami semiliniowymi.

1. Przez problem pokrywalnoséci (ang. coverability) dla sieci Petriego rozu-
miemy pytanie, czy dla danej sieci Petriego, markowania poczatkowego My i
wskazanego markowania M istnieje markowanie M’ osiggalne z M takie, ze
M’ »= M (przez > rozumiemy porzadek > na kazdej wspdlrzednej). Pokaz, ze
problem pokrywalnosci dla sieci Petriego jest rozstrzygalny.

Szkic rozwigzania Bedziemy korzystali z podejécia zastosowanego rowniez
w zadaniu 1 z ¢éwiczen 5, to znaczy konstruowaniu drzewa mozliwych obliczen.
Zauwazmy, ze jezeli §ledzimy jakie$ obliczenie i ono napotyka jakies markowanie
M np. (1,5,2), a potem jakie$ wieksze My np. (1,5,4), to mozemy tez osiagnaé
dowolne markowanie postaci (1,5,2k) dla k > 1. Poniewaz chodzi nam o to,
zeby osiagaé jak najwieksze markowania (wieksza warto$é nigdy nam nie prze-
szkodzi), to bedziemy to reprezentowaé jako (1,5,w) myslac, ze mozna w tej
galezi obliczenia osiagna¢ dowolnie duza warto$¢ na tej wspélrzednej. Konstru-
ujmy wiec algorytm tak, zeby w takiej sytuacji zamienial wartos¢ na w i szedl
dalej. Gdy napotkamy znéw markowanie wieksze od danego to znéw zmieniamy
na w, np. gdy mamy (4,7,w), a potem (7,7,w), to idziemy dalej z (w,7,w).
Jezeli napotkamy dokladnie takie samo markowanie jak poprzednio, to obci-
namy te galaz drzewa w tym momencie, bo to znaczy, ze takie obliczenie nic
nie wnosi do problemu osiagalnosci. Na kazdej gatezi po skonczonym czasie albo
utniemy wszystko albo dodamy dodatkowa w (bo (NU {w})* jest WQO), a mo-
zemy ja dodaé tylko tyle razy ile wynosi wymiar (czyli w tym przykladzie 3
razy). Takze kazda galaZ jest skoficzona, rozgalezienie drzewa jest skoficzone,
czyli z lematu Koniga drzewo jest skoniczone. Na koncu sprawdzamy, czy ktory$
z weztow drzewa pokrywa markowanie M i dostajemy odpowiedz.

Pozostaje kwestia poprawnosci algorytmu. Jezeli znajdziemy w drzewie z w-
mi markowanie pokrywajace M, to na pewno istnieje tez rzeczywisty bieg do
M’ = M. W druga stron¢ implikacja jest mniej oczywista, ale da si¢ zrobié.

Definicje
Zbior S C N¥ nazwiemy liniowym jezeli jest postaci

S={v+n-v1+...4+n-v:ng,...,n €N}

dla pewnych v, vy, ...,v; € N*,
Zbior S C NF nazwiemy semiliniowym jezeli jest suma skoficzenie wielu
zbioréw liniowych.



Pojecie zbioru semiliniowego jest bardzo wazne w teorii informatyki, mozna
powiedzieé, ze jest tym dla N¥ czym jezyki regularne sa dla ¥*. Bedzie tez m.in.
stuzyto do dowodu rozstrzygalnosci problemu osiagalnosci dla sieci Petriego.

Zbior S C N nazwiemy ostatecznie okresowym jezeli od pewnego momentu
(dla duzych liczb) jego zachowanie jest okresowe.

2. Pokaz, ze zbiory semiliniowe i ostatecznie okresowe w N to to samo.

Szkic rozwigzania Zbior ostatecznie okresowy tatwo przedstawié¢ jako zbior
semiliniowy. Niech taki zbiér ostatecznie okresowy S ma okres k powyzej pewnej
liczby M. Dla liczb n > M niech n € S wtedy i tylko wtedy, gdy reszta n modulo
k zawiera sie w zbiorze dozwolonych reszt R C {0,1,...,k — 1}. Wéwczas zbidr
semilinowy jest suma jednoelementowych zbioréw liniowych dla liczb mniejszych
lub réwnych M oraz dla kazdej dozwolonej reszty r € R zbioru liniowego postaci

{n:n>Mn=r modk}.

W druga strone (zbiér semiliniowy = zbidr ostatecznie okresowy) prébowali-
Smy dowie$¢, ale nam sie na razie nie udalo, odlozyliémy na nastepne ¢wiczenia.

Zauwazmy, ze z tej reprezentacji wynika, ze w N zbiory semiliniowe sa za-
mknigte na operacje boolowskie (sume, przecigcie, dopelnienie). Prawda jest
tez, ze zbiory semiliniowe sa w ogdlnoéci zamkniete na operacje boolowskie,
bedziemy to by¢ moze pokazywaé na nastepnych ¢wiczeniach.

3. Pokazaé, ze zbiér {(n,2") : n € N} nie jest semiliniowy.

Szkic rozwiazania Wystarczy pokazaé, ze {2" : n € N} nie jest semi-
liniowy, bo rzuty zachowuja semiliniowosé. To jest jasne, bo gdyby byl semi-
liniowy, to musialaby by¢ jaka$ najwieksza przerwa miedzy jego elementami
(wynikajaca z maksymalnego okresu), a w zbiorze {2" : n € N} przerwy miedzy
elementami sa dowolnie duze.

4. Pokazaé, ze dla danej sieci Petriego i dla danego markowania poczatkowego
My zbiér markowan osiagalnych {M : My ~ M} moze nie by¢ semiliniowy.

Szkic rozwigzania Idea jest taka, zeby sprobowaé skonstruowaé cos§ w stylu
zbioru {(n,2") : n € N}, oczywiscie uzywajac zmiennych pomocniczych. Zro-
bimy to w terminologii VASS, czyli VAS-6w ze stanami. Pomyst jest taki, zeby
mnozy¢ liczbe na pewnym miejscu przez 2, a druga liczba bedzie zliczala ile ta-
kich mnozen wykonaliSmy. Te mnozenia mozemy robi¢ niedoktadnie, to znaczy
pomnozy¢ wszystko albo nie wszystko, czyli uzyskaé zbior

{(i,n):0<i<2" neN}.

Przyktadem takiego VASSu jest



(0,0, 1)

Sl O s O LY

(0, 0,0)

z konfiguracja poczatkowa (1,0,0). Zauwazmy ze przy kazdym cyklu p —
q — p wspolrzedna 3-cia zwieksza sie o 1, a pierwsza wspoélrzedna moze wzrosnaé
2 razy. Takze zbior jaki powstaje na wspélrzednych 1-szej i 3-ciej powiedzmy
w stanie p to wlasnie {(i,n) : 0 < i < 2",n € N}. Mozna wykazaé, ze nie jest
on semiliniowy zauwazajac, ze naleza do niego punkty (n,2"), a jeden zbidr
liniowy siedzacy w obszarze {(i,n) : 0 < 7 < 2", n € N} moze zawieraé co
najwyzej skonczenie wiele z nich. Jest tak, bo taki zbiér nie moze zawieraé
pionowego wektora w swoich okresach, a wiec istnieje zawsze jakis najbardziej
pionowy, ktéry nie zawiera punktéw (k, 2%) dla dostatecznie duzych k.



