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Na tych ¢wiczeniach robilismy de facto dwa zadania dotyczace zastosowania
WQO w sieciach Petriego. Zajmowalismy sie modelem w zasadzie réwnowaznym,
czyli VASami (VAS - Vector Addition System).

Przypomnijmy, ze VAS sklada sie ze skonczonego zbioru wektoréw T =
{vi,...,v,} C ZF (czyli wspéhrzedne zmian moga by¢ ujemne). Przejécia VAS
sg postaci v — v + v;, dla pewnego 1 < ¢ < n, gdzie zaréwno v jak i v +
v; naleza do NF (czyli wspéhrzedne sa dodatnie). Przykladowy bieg dla T =
{(4+2,-1),(=1,+3)} to

(1,1) — (0,4) — (2,3) — (4,2).

1. (Problem terminacji) Dla danego VASu i danej konfiguracji poczatkowej
(wektora) vg rozstrzygnij, czy istnieje bieg nieskoniczony.

Wskazoéwki
e zastanéwmy sie jak moze wygladaé¢ taki bieg

e 7 pewnoscig jezeli z jakiej$ konfiguracji v mozna niezerowa liczba ruchow
doj$¢ do niej samej to mozna to zapetli¢ i istnieje bieg nieskonczony; czy
mozna inaczej?

e jedli z v mozna dojéé¢ do v + w dla w € N¥, to tez mozna to zapetlié; czy
mozna inaczej?

e nie mozna

e poniewaz z lematu Dicksona NF¥ z porzadkiem po wspélrzednych jest
WQO, to w kazdym nieskonczonym biegu istnieja konfiguracje v, v + w
dla v, w € N* takie, ze v + w wystepuje pézniej niz v

e zatem algorytm jest taki: zaczynamy z vy i budujemy drzewo mozliwych
obliczen. Jegli trafimy na pare v i v+w potem to odpowiadamy TAK. Jezeli
drzewo nam sie skonczy i nie znajdziemy takiej pary to odpowiadamy NIE.

e dlaczego to jest poprawne? dlaczego to sie rzeczywiscie konczy?

e czy drzewo, ktérego kazda galaZ jest skonczona jest zawsze skonczone?
(tzn. zawiera skonczong liczbe wierzchotkdw)

e niekoniecznie, ktéry$ wierzchotek moze mieé nieskonczenie wiele dzieci.
Moze nawet by¢ tak, ze nie jest ono skonczenie glebokie, bo te nieskon-
czenie wiele dzieci moga mie¢ pod soba coraz dluzsze Sciezki



e nasze drzewo ma jednak skonczone rozgalezienie, w tej sytuacji jest skon-
czone, co mowi lemat Koniga

Lemat 1 (lemat Koniga). Kazde nieskoriczone drzewo o skoriczonym rozgale-
zieniu ma nieskonczong sciezke

Dowdd. Konstruujemy te nieskonczona $éciezke. Wrzucamy do niej najpierw ko-
rzen. Spdjrzmy na korzen, on ma nieskonczenie wiele potomkoéw, ale tylko skon-
czenie wiele dzieci. Zatem ktores dziecko ma nieskonczenie wiele potomkdw.
Schodzimy do tego dziecka, wrzucamy go do $ciezki i powtarzamy konstrukcje
dalej tworzac w efekcie nieskonczong, Sciezke. O

Wskazéwki c.d.

e wiemy zatem, ze jezeli nie istnieje nieskoniczona $ciezka to nasz algorytm
istotnie sie zakonczy zwracajac przy okazji poprawna odpowiedz: NIE

e jezeli zas nieskonczona $ciezka istnieje, to algorytm ja znajdzie i odpowie:
TAK, co konczy dow6d poprawnosci

2. Automat z kolejka (podobny do tego ze stosem) to po prostu automat skon-
czony wyposazony dodatkowo w kolejke, do ktérej moze w kazdym ruchu co$
wrzucaé na koniec oraz wyjmowac z poczatku patrzac co to jest. Takie automaty
sa Turing zupelne, czyli problem osiggalnosci dla nich jest nierozstrzygalny.

Automat stratny z kolejka to automat z kolejka ktoéry dodatkowo moze wy-
konywaé operacje wykasowania elementu z kolejki (mozna mysleé o tym, ze on
to niepostrzezenie gubi). Pokaz, ze problem osiagalnosci dla automatu stratego
z kolejka jest rozstrzygalny.

Szkic rozwigzania Ustalmy na poczatek: mamy konfiguracje poczatkows s
i koficowa t, pytamy, czy istnieje bieg s ~~ t. Uzyjemy standardowego pomystu,
czyli dwbch semi-procedur: jedna bedzie szukaé pozytywnego $wiadka na osia-
galnoé¢, a druga negatywnego Swiadka na osiagalno$é. Chcemy zeby byly one
takie, ze jezeli s ~~ t, to procedura pozytywna znajdzie kiedys swiadka, a jesli
s v t to procedura negatywna znajdzie kiedy$ $wiadka.

Procedura pozytywna jest prosta: ona po prostu przeszukuje coraz dluzsze
Sciezki wychodzace z s, jezeli istnieje Sciezka do t, to ona ja kiedy$ znajdzie.

Procedura negatywna jest trudniejsza, pierwszym pytaniem jest: co w ogble
moze byé¢ potencjalnym dowodem na to, ze s ¥~ t. Pomysl jest taki, ze takim
$wiadkiem /dowodem moze by¢ zbiér S spelniajacy nastepujace wlasnoscei:

e s¢§S
etecS

e nie da sie wejs¢ do S spoza S, czyli formalnie nie istnieje tranzycja auto-
matu umozliwiajaca ruch u — v’ taka, ze u € S, u € S



Taki zbiér nazwiemy separatorem. Istnienie separatora jest réwnowazne temu,
ze s v~ t. Istotnie, jezeli separator istnieje, to na pewno s »~ ¢, bo wychodzac
z s nigdy nie bedziemy mogli wej$é do separatora. Jezeli zas s +~ t to tatwo
mozna zdefiniowaé separator jako zbidr wszystkich konfiguracji, z ktérych mozna
osiagnac t, czyli S = {u : u ~ t}. Taki zbiér nazwijmy Pre*(t), czyli powtérzmy:

Pre*(t) = {u: u~t}.

Problemem jednak jest to, ze nie mozemy (a przynajmniej jeszcze tego nie
wiemy) przeszukaé wszystkich kandydatéw na separatory, bo nie wiemy, czy
jest ich przeliczalnie wiele. Celem koncowki rozumowania jest pokazanie, ze ist-
nieje separator o skoficzonej reprezentacji (bedzie to Pre*(t)), a wiec mozemy
przeszukiwaé wszystkie zbiory o skoficzonych reprezentacjach (bo jest ich prze-
liczalnie wiele) i w koficu znajdziemy poprawny separator.

Zauwazmy, ze jezeli z jakiej$ konfiguracji u mozemy osiagnac t, to z konfigu-
racji v’ ktora wyglada tak jak u, tylko ma jeszcze troche elementéw w kolejce
tez mozemy osiagnaé t. Po prostu najpierw skasujemy te dodatkowe elementy
dochodzac do u, a potem dojdziemy do ¢. To znaczy, ze zbiér Pre*(t) jest za-
mkniety w gore ze wzgledu na porzadek:

paquawl <~ (pZQ)/\(w jhig w/)

gdzie przez =i, rozumiemy porzadek higmanowski na kolejkach traktowanych
jako stowo. Zauwazmy, ze < jest WQO, czyli Pre*(t) zawiera tylko skoncze-
nie wiele elementéw minimalnych i jest po prostu wszystkim co jest wigksze od
tych elementéw minimalnych. Zatem Pre*(t) mozemy reprezentowaé jako zbiér
elementéw minimalnych, ma wiec on skoniczona reprezentacje. To wystarcza do
konstrukeji procedury negatywnej: po prostu przeszukujemy wszystkie zbiory
zamkniete w gore ze wzgledu na =< i sprawdzamy, czy sg dobrym separatorem.
To za$§ mozna sprawdzi¢ w miare tatwo, s € S oraz t € S sa banalne do spraw-
dzenia, a wlasnosé nie moznosci wejscia do S zawiera troche subtelnosci, ale nie
bedziemy sie¢ tym tutaj zajmowaé, mozna samemu to przemysleé.



