Problemy Decyzyjne dla Systemdéw
Nieskonczonych

Cwiczenia 4
9 marca 2012

Na tych ¢éwiczeniach konczyliSmy temat automatéw czasowych, zdefiniowa-
liSmy sieci Petriego i zaczeliSmy sie przygladaé¢ zastosowaniom WQO. O tym
ostatnim juz napisze w nastepnych notatkach.

1. Udowodnij, ze niepusto$¢ jest nierozstrzygalna dla aumatéw czasowych z
nieograniczona mozliwo$cia stosowania operacji plus w dozorach.

Wskazowki

zredukuj problem osiggalnoéci dla maszyn dwulicznikowych
taka maszyna ma 2 typy instrukcji:

— [ :inc(c), goto I’
— 1:if (¢ ==0) goto I, else dec(c), goto I”

symulujemy ja za pomoca automatu czasowego, dostaniemy rezultat: ma-
szyna dwulinicznikowa ma skoficzony bieg (czyli koficzy w stanie qpait)
wtedy i tylko wtedy, gdy automat ma bieg skonczony, czyli jego jezyk jest
niepusty

wszystko jest dosyé¢ prosto symulowaé, jedyna kwestia trudniejsza jest
zwigkszanie i zmniejszanie licznikéw

robimy to nastepujaco: konfiguracji maszyny o wartosci licznika ¢ bedzie
odpowiadaé konfiguracja automatu czasowego o réznicy wartosci zegaréw
Z. — xl, réwnej ¢

zwigkszamy licznik uzywajac pomocniczych zegaréw y, y' i z w kolejnych
stanach robiac: z := 0,y 1= (. — 2.), z == 1,y := ¢,y := 0: teraz y —
y' = x.— 2/, + 1, nastepnie przepisujemy wykonujemy podobna procedure
powodujac, ze T, —x, =y —y’

zmniejszamy licznik podobnie, zerujemy tatwo

2. Przyjrzyj sie sytuacjom, gdy dozwolone sa przypisania typu: « := z + 1 lub
r:=z—1.

Wskazoéwki

rozwazmy najpierw sytuacje x :=x + 1



e przygladajac sie konstrukcji regionowej zauwazamy, ze wszystko dziata
o terazx =2 —1

e konstrukcja regionowa nie dziala, bo trzeba bytoby dla dowolnie duzych
wartodci zegara x pamietaé na przyklad jego czesé utamkows (by po wielu
zmniejszeniach wartosci méc ja znad)

e okazuje sig, ze ten przypadek ma niepusto$¢ nierozstrzygalna - ale tego nie
dowodzimy na ¢wiczeniach

Uwaga 1. Zastanawialismy sie co tak naprawde powoduje, Ze liczba regionéw
w konstrukcji regionowej jest wykladnicza. Jedng sprawg jest, zZe dla n zegaréw
uporzgdkowari cze$ci utamkowej jest n!, czyli to powoduje wykladniczo$é. Jednak
problem jest PSPACE-trudny juz dla 8 zegaréw. Drugim powodem wykladniczo-
sci jest to, ze stale w dozorach reprentujemy binarnie, czyli wartosé stalej jest
wykladnicza w stosunku do jej reprezentacji. Pozostaje pytanie co dzieje sie dla
1 lub 2 zegarow.

3. Zaprojektuj jak najszybszy algorytm rozwiazujacy problem niepustosci dla
automatéw czasowych z jednym zegarem.

Szkic rozwigzania Na ¢wiczeniach skupiliSmy sie nastepujacym pomysle:
ze tak naprawde dla kazdego stanu istotna jest najmniejsza warto$é¢ zegara dla
ktérej dla sie dotrzeé¢ do tego stanu. SkonstruowaliSmy przerébke algorytmu
Dijkstry, ktéra realizuje to obliczenie. Bedzie ona dziataé¢ w czasie wielomiano-
wym, gdyz moze wykona¢ jedynie wielomianowo wiele faz poprawiania. Istotnie:
kazdy zegar moze tylko wielomianowo wiele razy zmniejszaé si¢ w trakcie obli-
czenia jego minimalnej wartosci, bo moze przyjmowac tylko wartosci dane jako
state w dozorach.

Jest tez alternatywne rozwiazanie: mianowicie mozemy jawnie zmodyfikowaé
konstrukcje regionowa. Niech state z dozoréw to: 0 < Cp < Cy < ...Cy = C.
Normalnie rozwazamy m.in. regiony (¢,i + 1) dla 0 < ¢ < C — 1, ktérych jest
wykladniczo wiele. Okazuje sie, ze mozemy rozwazaé regiony (C;, C;11 dla 1 <
1t < k — 1, ktérych jest liniowo wiele plus regiony punktowe i skrajne regiony
nieograniczone - czyli w sumie wielomianowo wiele regionow.

4. Rozstrzygnij dlaczego nie mozna tej konstrukcji (drugiej mozliwosci) po-
wtoérzy¢ dla wiecej niz 1 zegara.

Szkic rozwigzania Spéjrzmy na automat 2-zegarowy. Okazuje sie, ze dla
kazdego regionu punktowego (x,y) trzeba réwniez pamietaé region (lub zbidr
regionéw) postaci (z — z,y — z) dla z > 0. To powoduje, ze nawet dla stalych
C7 =1, Cy = 1000000 mamy duzo regionéw, rzedu 10000002.



5. Pokaz, ze problem niepustosci dla automatéw czasowych z 2 zegarami jest
NP-trudny.

Wskazoéwki

e zredukuj problem SUBSET SUM, czyli - dane: liczby k1, ..., kn, s, pytanie:
czy istnieje taki podzbidér indekséw P C {1,...n},ze > k; = s. Wiadomo,
ieP
ze ten problem jest NP-trudny (takze NP-zupelny)

e czyli dla danych liczb k1, ..., k,, s zbuduj automat czasowy z maksymalnie
2 zegarami taki, ze jego jezyk jest niepusty wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
odpowiedni podzbiér P

e automat ma 2 zegary: g - czas globalny il - czas lokalny. Zaczyna z oboma
ustawionymi na 0. Nastepnie dla kazdej z liczb k; wykonuje jedng z dwoch
operacji: albo przechodzi do nastepnego stanu z warunkiem [ == 0 albo z
warunkiem [ == k;,[ := 0. To odpowiada dodaniu do globalnego czasu 0
lub k;, czyli pdjécie pierwszg opcja odpowiada nie wzieciu tego indeksu do
P, a druga wzieciu. Na koficu automat przechodzi do stanu akceptujacego
wtedy i tylko wtedy, gdy zegar g = s, czyli gdy czas globalny zsumowat
sie do szukanej sumy s.

Sie¢ Petriego mozna zdefiniowaé na 2 sposoby: jeden zetonowy, drugi jako
wektory z dodawaniem. Te sposoby sa wlasciwie réwnowazne, my tu podamy
wektorowy zwany Vector Addition System (VAS). VAS sktada sie ze skoniczo-
nego zbioru wektoréw S = {v1,...,v,} C ZF (czyli wspéhrzedne moga byé
ujemne). Przejscia VAS sa postaci v — v + v;, dla pewnego 1 < i < k, gdzie
zaréwno v jak i v+ v; naleza do NF (czyli wspétrzedne sa dodatnie).

Na przysztych ¢wiczeniach bedziemy sie m.in. zajmowac sieciami Petriego.



