Problemy Decyzyjne dla Systemdéw
Nieskonczonych

Cwiczenia 3
2 marca 2012

Na tych ¢éwiczeniach konczyliémy temat WQO i badaliSmy warianty auto-
matow czasowych, w szczegdlnosci przygladaliémy sie konstrukeji regionowe;j.
WréciliSmy do nierozwiazanych probleméw z pierwszych éwiczen dotyczacych

WQO.

1. Pokazemy, ze nie jest prawda rozszerzenie lematu Higmana na nieskonczone
stowa. Rozwazmy nastepujacy porzadek na N%: (z1,91) < (72,92) <= (71 =
To,y1 < Y2) V (21 < @9,71 < 12). Pokaz, ze (N2, <) jest WQO oraz porzadek
higmanowski na nieskonczonych stowach nad N? indukowany przez < nie jest
WQO.

Uwaga: dla danego porzadku (X, <x) okreslamy na X indukowany porzadek
<xe W nastepujacy sposéb: z1xa... <x= Y1y2... wtw. gdy istnieje funkcja
rosnaca f : N — N taka, ze x; <x yys(;) dla kazdego 7 € N.

Wskazoéwki
e najpierw udowodnijmy, ze (X, <) jest WQO
e rozwazmy ograniczonos¢ pierwszej wspolrzednej

e jesli jest ograniczona to sprawa jest prosta, znajdujemy podciag staly na
pierwszej wspélrzednej i dalej tatwo, w przeciwnym wypadku tez tatwo,
bo dla danej (z1,y1) znajdziemy w konicu dostatecznie duze x; takie, ze
1,1 < Tj.

e teraz pokazemy, ze (X°°, <) nie jest WQO

e zdefiniujmy w; = (¢,1), (¢,2), (¢,3),... dlai > 1, pokazmy, ze to jest kontr-
przyktad na WQO

e wystarczy pokazaé, ze dla dowolnych w; Ao w;

e to jest prawda, bo litera (¢,j + 1) znajdujaca sie w slowie w; nie jest

mniejsza od zadnej litery w wj, czyli zrobione

e ten przyklad zostal wymyslony przez Richarda Rado, tego od grafu Rado

2. Rozstrzygnaé, czy WQO przenosi sie na zbiér potegowy, czyli czy nastepu-
jaca implikacja zachodzi: jesli (X, <) jest WQO, to takze (P(X), <p) jest WQO
dla < p zdefiniowanego jako: S <p T wtw. gdy istnieje funkcja réznowartosciowa
f:S — T taka, ze dla kazdego s € S mamy s < f(s).



Wskazoéwki
e pokaz, ze nie
e skorzystaj z zadania 1

e ten sam przykitad dziata, nie jest istotne, czy rozwazamy porzadek na
stowach, czy na zbiorach, tak, czy inaczej poniewaz (¢, + 1) € (j,k) dla
dowolnego k to odpowiednie obiekty (stowa, zbiory) sa nieporéwnywalne

3. Rozwazmy automat czasowy, normalnie dozory moga mieé jedynie postac:
xr>c,x>c x<c x<club koniukcje tego typu warunkéw. Pozwédlmy teraz
na dozory postaci © — y < c¢. Z poprzednich ¢éwiczen wiemy, ze wyrazalnosé
tego typu automatow nie zmienia sie i da sie taki automat przetltumaczy¢ na
réwnowazny bez tego typu dozoréw. Zapomnijmy jednak o tym, przyjrzyjmy si¢
konstrukeji regionowej i sprawdzmy, czy dziala dla tego typu dozoréw.

Wskazowki

e dzielimy regiony na dodatkowe kawalki liniami postaci y = x + &k dla
—C < k < C, gdzie C jest najwigksza stala w dozorach

e t0, co trzeba sprawdzié, to:

— w kazdym regionie wszystkie jego punkty daja jednakowa odpowiedz
na kazdy dozoér

— jesli z punktu = w regionie R; mozemy przej$¢ do regionu R, to
z kazdego punktu w regionie R; mozemy przejs¢ do regionu Rs: to
mozemy sprawdzi¢ przygladajac sie operacjom resetowania zegaréw
oraz plyniecia czasu

e po sprawdzeniu dochodzimy do wniosku, ze konstrukcja regionowa dziata
tak samo jak dla zwyczajnych automatéw czasowych

4. Rozwazamy teraz, co si¢ stanie jesli dodamy do automatéw czasowych moz-
liwos¢ operacji postaci x1 +...+xx < y1+. ..+ Ym + ¢ (podobnie z réwnoscia).
Czy wtedy konstrukcja regionowa przechodzi?

Wskazoéwki
e mozemy wtedy mieé¢ warunki postaci y = 2x

e okazuje sie, ze wtedy musialyby by¢ linie podzialu regionéw postaci y =
2x + ¢

e kombinujac to z liniami podzialu regionéw postaci y = x + ¢ otrzymu-
jemy, ze musialby to by¢ podzial na nieskonczenie wiele regionéw, czyli
konstrukcja regionowa nie zachowuje si¢ dobrze



Nastepne zadanie dotyczy nierozstrzygalnosci problemu niepustosci w tej
sytuacji, to jednak szczegdlowo na nastepnych ¢wiczeniach.



