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Nieskonczonych

Cwiczenia 1
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Na tych éwiczeniach zajmiemy sie pojeciem well quasi-ordering (WQO) bar-
dzo przydatnym do analizy nieskonczonych ciagdw.

Definicja 1. Quasi-porzqdek czesciowy (X, <) nazwiemy well quasi-ordering
(WQO) jezeli dla kazdego nieskoriczonego ciggu x1,xa, ... elementéw X istniejq
dwa indeksy © < j takie, ze x; < x;.

Zasadniczo bedziemy stosowaé¢ WQO w sytuacjach, gdy (X, <) jest porzad-
kiem czeSciowym, wiec jezeli ktos§ zdecydowanie woli, to niech my$li o porzadku
czeSciowym. Quasi-porzadek rézni sie tym od porzadku, ze nie jest antysyme-
tryczny, czyli w quasi-porzadku moze zdarzy¢ sie sytuacja, ze x =< y, x = y, ale
x # y (w porzadku to jest zabronione).

WQO bedzie sie nam przydawalo do analizy biegdw systeméw nieskonczo-
nych. Jezeli (X, <) jest WQO, to znaczy, ze w kazdym biegu predzej, czy pdzniej
zdarzy sie taka sytuacja, ze trafiliSmy na konfiguracje wieksza od wczesniej na-
potkanej. To pozwala czesto na skonstruowanie algorytmu.

1. Pokaz, ze (N, <) jest WQO.
Wskazdéwki
e sprobujmy skonstruowaé¢ kontrprzyktad
e zacznijmy od pewnego k € N

e kazdy nastepny wyraz musi by¢ mniejszy od poprzedniego, czyli nie da
rady skonstruowaé nieskoriczonego ciagu

2. WQO mozna wzmocni¢ Pokaz, ze jesli (X, <) jest WQO, to dla kazdego

ciggu nieskonczonego x1, o, ... elementéw X istnieje nieskonczony podciag $ci-
sle rosnacy, czyli z;,, i,, ... taki, ze x;;, 2 @;, .
Wskazoéwki

e przyjrzyjmy sie ktore ciagi rosnace mozna przedtuza¢ do dtuzszych ciagéw
rosnacych

e spojrzmy na te elementy x;, ktoére nie maja w dalszej czesci ciagu wickszego
od siebie

e czy takich elementéw moze by¢ nieskonczenie wiele



nie - bo wéwczas cigg skonstruowany z nich przeczyltby warunkowi WQO
niech ostatni taki element bez nastepnika to x;

zaczynajac z xjy1 i idac zawsze do nastepnika skonstruujemy ciag nie-
skonczony

3. Iloczyn WQO Pokaz, ze jedli (X, =<x) i (Y, =<y) sa WQO, to (X x Y, =)
zdefiniowany jako: (z1,y1) = (z2,y2) < (21 < 22) A (y1 < y2) tez jest WQO.

Wskazéwki

e znajdziemy 2 elementy poréwnywalne - skorzystajmy z zadania 2

e 7 zadania 2 istnieje nieskonczony ciag rosnacy elementéow X, wezmy od-

powiadajacy ciag (@i, yi,), (Tiys Yiy ), - - -, gdzie x5, <x x;,,, dla kazdego
J

poniewaz (Y, <y) tez jest WQO, to istnieja indeksy k < [ takie, ze y;, <y
Yi,

czyli (zi,,yi,) = (x4, Yi,), zrobione

Whnoskiem z zadan 1 oraz 3 jest nastepujacy lemat.

Lemat 1 (Dicksona). (N* <) jest WQO.

Porzadek < definiujemy naturalnie jako (x1,...,2%) < (Y1,-..,9%) <
Vi<i<k i < ¥;. Lemat Dicksona jest bardzo wazny, odgrywa istotng role w
wielu trudnych rezultatach dotyczacych rozstrzygalnosci.

4. Warunki réwnowazne WQO Pokaz, ze (X, =) jest WQO wtedy i tylko
wtedy, gdy w X nie ma nieskonczonego ciagu zstepujacego oraz nieskonczonego
antytancucha.

Wskazoéwki

antytancuch to jest zbiér elementéw parami nieporéwnywalnych
najpierw =

banalne - gdyby istnial antytancuch lub ciag, to przeczylby warunkowi
WQO

teraz < - trudniej

sprébujmy skonstruowaé kontrprzyktad, spdjrzmy na elementy nie posia-
dajace nastepnika (tym razem mniejszego elementu dalej w ciagu)



e clementéw bez nastepnika jest nieskoniczenie wiele: idziemy do nastepnika
itd. az w koncu sie zatrzymamy (bo skonstruowaliby$my ciag nieskonczony
zstepujacy ), zaczynamy z nastepnego elementu itd.

e spojrzmy na ten ciag elementéw bez nastepnika, zaden z nich nie jest wiek-
szy od elementu dalej w ciagu, jezeli zaden nie jest tez mniejszy (zaprze-
czenie WQO), to wszystkie sa nieporéwnywalne, czyli tworza nieskonczony
antyltancuch (sprzecznosé)

Uwaga 1. Zwroémy uwwage, Ze zadanie 4 mowi, ze w porzgdkach dobrze ufun-
dowanych (czyli takich bez nieskoriczonego ciggu zstepujacego) warunek WQO
jest rownowazny nieistnieniu nieskonczonego antytancucha. Dowolnie duze an-
tytaricuchy mogq jednak istnieé, np. dla N? antylaricuchem rozmiaru n + 1 jest
zbior {(x,y) : x +y =n}.

5. Przyklad nie WQO Pokaz, ze drzewa z porzadkiem bycia podgrafem nie
sa WQO.

Wskazoéwki

e wskaz nieskonczony antylancuch

e n-ty graf to Sciezka o n krawedziach, gdzie do kohcowych wierzchotkow
doczepione sg jeszcze po dwie dodatkowe krawedzie, to tworzy antytancuch

Drugim z waznych lematow dotyczacych WQO, takze bardzo szeroko wyko-
rzystywany jest lemat dotyczacy porzadku na stowach. Stowo s jest mniejsze od
stowa t jezeli jest jego podciagiem, na przyklad abc = daddbed.

Lemat 2 (Higmana). Dla |X| < oo porzgdek (£*, <) jest WQO.

Jest tez wersja ogdlniejsza, porzadek jest teraz zdefiniowany tak, ze s < ¢
jezeli istnieje podciag t dlugosci s, ktory na kazdej pozycji jest wiegkszy od
odpowiadajacej pozycji w s. Na przyktad 456 < 1151671.

Lemat 3 (Higmana ogélny). Jezeli (X, <) to wdéwczas réwniez (X*,=<) jest
wQO.

Dowdd. Przypusémy, ze teza jest falszywa i (X*, <) nie jest WQO, istnieje wiec
kontrprzyktad - nieskonczony ciag bez pary ¢ < j, x; = ;.

Skonstruujemy teraz kontrprzyklad najmniejszy w naszym specjalnym sen-
sie. Spdjrzmy na wszystkie kontrprzyktady i wybierzmy taki, ze jego pierwszy
wyraz jest najkrétszy - wpiszmy go jako pierwszy wyraz naszego ciagu: xi.
Spoéjrzmy teraz na wszystkie kontrprzyklady i tym pierwszym wyrazie i wy-
bierzmy taki, ze jego drugi wyraz jest najkrétszy - wpiszmy go jako drugi wyraz



naszego ciggu: xo. Postepujac dalej w ten sposoéb otrzymamy pewien kontrprzy-
ktad:
L1, L2, T3y -+

taki, ze nie mozna zmniejszy¢ dlugosci zadnego jego stowa (i ewentualnie tych
na prawo od niego) z zachowaniem wlasnosci bycia kontrprzyktadem.

Poniewaz (X, <) jest WQO, to mozemy z tego ciagu wybra¢ nieskonczony
podciag taki, ze ciag pierwszych liter jest rosnacy, mianowicie:

Lijys Ligy Ligy - - -

Niech teraz :1:;], to stowo x;; bez pierwszej litery. Zauwazmy teraz, ze w ciag:

/ !/

!
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réwniez jest kontrprzykladem, a do tego mniejszym od uprzednio rozwazanego
(gdyz diugosé stowa ] jest mniejsza niz x;, ), sprzecznosé. O

6. Podzbiory a WQO Rozstrzygnij, czy prawdziwa jest implikacja: (X, <)
jest WQO = (P(X), =wi) jest WQO, gdzie dla Y,Z € P(X) méwimy, ze

Y < Z gdy istnieje funkcja réznowartosciowa f : Y — Z taka, ze dla kazdego
y € Y zachodzi y < f(y). Na przyktad {2,3,8} <. {1,4,7,8}.

Wskazéwki Okazalo sig, ze nie umiemy tego zrobi¢ na ¢wiczeniach, bedzie
pdzniej (jesli sie uda rozstrzygnad).

7. Skoniczone podzbiory a WQO Rozstrzygnij, czy prawdziwa jest impli-
kacja: (X, =) jest WQO = (Pgy,(X), Zwi) jest WQO, gdzie przez Pg, (X)
rozumiemy skonczone podzbiory X.

Wskazéwki
e skorzysta¢ z lematu Higmana

e kazdy zbiér skonczony Y mozna jako$ zapisaé jako stowo, ustalmy to jako
zap(Y')

e rozwazmy ciag zbioréw Xi, Xo, .. ., z lematu Higmana mamy, ze zap(X;) =
zap(X;) dla pewnego ¢ < j

o wowczas réwniez X; =1 X



8. Higman na nieskonczonych stowach Rozstrzygnij, czy ogdlna wersja
lematu Higmana jest tez prawdziwa dla nieskonczonych stéw.

Wskazéwki Nie rozstrzygneliémy tego na ¢wiczeniach, udalo sie jedynie
ustalié, ze okrojona wersja (dla skonczonego alfabetu) jest prawdziwa na nie-
skonczonych stowach. Zapewne zadanie pojawi sie jeszcze p6Zniej (moze na éw.
3).

Dalszymi rozszerzeniami lematu Higmana sa twierdzenie Kruskala i twier-
dzenie Robertson-Seimura. Tw. Kruskala méwi o tym, ze porzadek bycia pod-
drzewem (analogicznie jak podstowem) dla (skoficzonych) drzew jest WQO. Do-
wbd zajmuje okolo strone i jest nieco trudniejszy niz dowdd lematu Higmana
(mozna go znalez¢ na stronie http://www.mimuw.edu.pl/ malcin/grafy/). Tw.
Robertsona-Seimura méwi, ze dla graféw porzadek bycia minorem jest WQO
(porzadek bycia podgrafem jak pokazalidémy nie dziala). Dowdd tego twierdze-
nia to seria okoto 20 dlugich artykuléw pisanych przez lata, wyrosta z tego cala
nowa teoria (tez mozna nieco poczytaé pod powyzszym linkiem).



