1 Wprowadzenie

W rozdziale tym wprowadzamy jezyk do opisu systeméw wspOtbieznych. Uwaga!
Gloéwnym celem jest wyrobienie odpowiednej intuicji u Czytelnika, zatem nie poda-
jemy tutaj zZadnych $cistych definicji. Tych znajdziecie Paristwo az nadto w kolejnych
rozdziatach (o ile one zaistnieja :). Wszelkie wyjasnienia przeprowadzamy za pomoca
przyktadéw, chcac odwotaé sie raczej do intuicji Czytelnika niz do Jego matematycz-
nej bieglosci.

Nasz jezyk chcemy oprze¢ na jak najmniejszej liczbie konstrukeji syntaktycznych
i poje¢ pierwotnych. Inymi stowy, chcemy aby byt on jak najprostszy. Z drugiej
strony, ma on by¢ wystarczajaco expresywny, aby bylo mozliwe opisanie w nim
systeméw spotykanych w praktyce.

Systemy bedziemy opisywaé¢ w sposéb kompozycjonalny, tzn. system najczesciej
bedzie sktadal sie¢ z pewnej liczby mniejszych sktadowych. Zachowanie systemu
sktada sie z niepodzielnych zdarzeri. Zdarzenie to

e albo komunikacja systemu z otoczeniem

e albo zdarzenie wewnetrze, zachodzace wewnatrz systemu, nieobserwowalne z
zewnatrz.

W tym drugim przypadku, jest to znéw komunikacja, tym razem pomiedzy sktado-
wymi systemu. Zatem, kazde zdarzenie jest komunikacja! Komunikacja jest jedyna
aktywnoscia procesow!

7 punktu widzenia semantyki, interesowaé¢ nas bedzie obserwowalne zachowanie
procesu. Bedziemy przez to rozumie¢ zdolnosé procesu do komunikacji z otoczeniem.
Czyli obserwator zewnetrzy moze obserwowaé dany system tylko komunikujac sie z
nim.

Poczynimy pewna liczbe zalozen. Po pierwsze, ignorujemy czas. Jesli zatem
chcemy opisa¢ dtugotrwaly aktywnosé procesu, powinniS§my odrdézni¢ co najmniej
dwa zdarzenia: rozpoczecie aktywnosci oraz zakonczenie tej aktywnosci. Ponadto,
dla uproszczenia nie bedziemy dopuszczaé jednoczesnosci (niezaleznosci) zdarzeri.
Zamiast jednoczesnosci, zdarzenia beda mogty by¢ wykonane w dowolnej kolejnosci.

Po drugie, odrzucamy czesto spotykany podzial na aktywne procesy obliczeniowe
i pasywne media komunikacyjne. Medium komunikacyjne (np. bufor, pamieé¢ dzie-
lona, itp.) bedzie tez aktywnym procesem, pelnoprawnym uczestnikiem obliczeri.
Ponadto, dla uproszczenia przyjmujemy iz w zdarzenie komunikacyjne zaangazo-
wane sa zawsze doktadnie dwa procesy. Wybieramy najprostszy model komunikacji:



synchroniczny, niebuforowany. Np. komunikacje buforowana mozna zaimplemento-
waé jako osobny proces.

Popatrzmy na kilka prostych przyktadéw, majacych za cel wprowadzenie poszcze-
gblnych elementéw naszego jezyka. Zacznijmy od bardzo prostego procesu C' ktory
naprzemienne odbiera warto$¢ z i wysyla ja dalej:

C Yin(z).C'(z) (1)
C'(z) = out(z).C (2)

albo kroécej
C € in(z).out(z).C

Zwroémy uwage na wiazanie identyfikatorow: in(z) wiaze x w (1) oraz C'(x) wiaze
x w (2). Zalézmy tu, ze x jest parametrem oznaczjacym dowolna liczbe catkowita.
Konstrukcja postaci a.P, oznaczajaca: wykonaj «, a nastepnie kontynuuj wg P,
bedzie jedynym sposobem szeregowania zdarzen w naszym jezyku. Na przyktad,
proces C' moze wykonaé in(7) i stac¢ sie procesem C'(7). Czyli ze stanu C, po wy-
konaniu in(7), przechodzimy do stanu C'(7). Takg zmiane¢ stanu bedziemy oznaczac

7
C m—(>) C'(7) i nazywac zdarzeniem wykonanym przez C.
Bedziemy tez postugiwaé sie jezykiem graficznym, odzwierciedlajacym strukture
potaczen komunikacyjnych pomiedzy procesami:

o
N

Nazwy in i out mozemy intuicyjnie uwazaé za nazwy portdéw obstugiwanych przez
proces C; in jest nazwa komplementarng do in. Przyjmujemy chwilowo konwencje,
iz porty wyjsciowe maja nazwy z kreska u gory, a porty wejsciowe nie. Wyobrazmy
sobie przez chwile, iz mamy do dospozycji operator dwuargumentowy -~  ktory
zastosowany do dwoch kopii procesu C' daje w wyniku C~C"

7 ut

(r e

Dwa egzamplarze procesu C sa teraz polaczone kanatem komunikacyjnym. Za-
uwazmy, iz nazwy portéw przytaczonych do tego kanalu sa nieistotne a zatem nie sa

n razy

. . . Hﬁ . .
uwidocznione na rysunku. Niech C(™ oznacza C~...~C. Zaniedbujac wewnetrzna
komunikacje pomiedzy sasiednimi procesami C, proces C(™ zachowuje sie jak bufor



Cwiczenie 1

n-elementowy. Bufor taki mozna réwniez opisaé¢ bezposrednio, np. tak:

d

Buff,, ()
Buff, (vy ... vy)
Buff, (v ... vg)

< in(z).Buff, (z)
d:ef
f

de

out(vy,).Buff, (vy ...np, 1)

).Buff,, (zvy ... vg) + out(vy).Buff, (vy ... vp_1) oile 0<k<n

Operator . ma tutaj wyzszy priorytet niz _+ . Proces Buff,, posiada parametr,
podobnie jak proces C' powyzej. Zawsze bedziemy zakladac, iz parametry procesow
naleza do pewnego danego typu danych, w tym przypadku sa to skoriczone listy liczb
catkowitych.

Zauwazmy, ze proces Buff, (€) wyraza tylko zewnetrzne zachowanie bufora, pod-
czas gdy proces C(")
zaé zardwno za jezyk specyfikacji jak i programomowania. My$lac ogolniej, bedziemy
w stanie opisa¢ dany system na réznych poziomach uszczegolowienia, pomiedzy spe-
cyfikacja wymagan a koricows implementacja.

Czy procesy C™) i Buff,, (¢) sa rownowazne?

stanowi pewna implementacje. Zatem, nasz jezyk mozna uwa-

C™ = Buff,()?

Aby umieé¢ odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy okresli¢ dokladniej o jaka réwno-
wazno$¢ nam chodzi. Zaproponowano wiele poje¢ rownowaznosci behawioralnej (ob-
serwacyjnej) dla proceséw wspotbieznych. Z kilkoma z nich zapoznamy sie pozniej,
natomiast najwazniejsza role odegra tzw. réownowaznosé bisymulacyjna.

Zatozmy, iz mamy dane dwa systemy, np. C™ i Buff,, (¢). Wyobrazmy sobie taraz
gre rozgrywang przez dwoch graczy, Kowalskiego i Nowaka. Celem Kowalskiego jest
wykazanie, iz dwa procesy sa rownowazne. Celem jego oponenta jest dowiedzenie, iz
sie r6znia. Konfiguracja (stanem) gry jest para stanéw: stan procesu C (") oraz stan
procesu Buff, (¢). Gracze wykonuja ruchy naprzemiennie. Najpierw Nowak wybiera
dowolny z dwoéch systeméw i wykonuje w nim jedno z mozliwych zdarzen. Teraz
nastepuje ruch Kowalskiego: musi on odpowiedzie¢ w drugim systemie za pomoca
takiego samego zdarzenia. Rozgrywka toczy sie dalej az do momentu gdy jeden z
graczy nie ma zadnego dozwolonego ruchu — w takiej sytuacji gracz ten przegrywa.
W przeciwnym przypadku, tzn. w przypadku gdy rozgrywka sie nie konczy i jest
nieskoriczona, wygrywa Kowalski, gdyz Nowakowi nie udalo sie odréznié¢ systemoéw.
Moéwimy, iz dwa systemy sa réwnowazne, gdy Kowalski zawsze wygrywa, tzn. gdy
ma strategie wygrywajaca.'

Czy procesy C™ i Buff,(e) sq réwnowazine?

!"Weszelkie watpliwosci nasuwajace sie uwaznemu Czytelnikowi w tym miejscu zostana rozwiane
poZniej.



Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Rozwazmy teraz pewna odmiane procesu C'
in out
ackin ackout

zdefiniowana nastepujaco:
D ¥ in(z).out(z).ackout.ackin.D
Zdarzenia ackin i ackout nie sa sparametryzowane, stanowia wiec one tylko synchro-
nizacje procesow. Operator _—~ modyfikujemy tak aby port out zostal polaczony
z portem in a port ackin z portem ackout. Czyli D~D wyglada nastepujaco:
zn/—\ out
« D & « D

ackinu ackout

Czy D™ = Buff,(¢) ? Podpowieds: rozwai D~D.

Zmodyfikujmy D nastepujaco:
D ¥ in(z).ackin.out(z).ackout.D
Czy teraz D™ zachowuje sie znow jak bufor?

Zmodyfikuj definicje procesu Buff,, tak, aby zachodzita réwnowaznosé D™ = Buff,,.

Nasz jezyk jest juz wystarczajaco bogaty aby opisa¢ maszyny skoriczeniestanowe.
Wyobrazmy sobie maszyne sprzedajaca dwa rodzaje czekoladek: duze kosztujace 2zt
i male kosztujace 1zt. Posiada ona dwa otwory wrzutowe, jeden dla monet 1zt
a drugi dla monet 2zt. Po wrzuceniu jednej monety, uzytkownik wciska jeden z
dwoch guzikow: guzik duza jesli chce kupi¢ duza czekoladke a guzik mata, jesli
mala. Nastepnie powinien on wyciagnaé czekoladke z podajnika — jego oproznienie
jest niezbedne dla wznowienia dzialania maszyny.

Tak proste zachowanie mozna z tatwoscia opisa¢ nastepujaco:

Maszyna o 2z.dua.we.Maszyna + 1z.maa.we.Maszyna

Zmodyfikuj proces Maszyna tak, aby po wrzuceniu monety 1zt byto wcigz mozliwe
kupienie duzej czekoladks.

Czy poprawnym rozwigzaniem poprzedniego zadania jest proces:
M ¥ 2z.duaweM + 1zmaa.we.M + 1z.1z.dua.we.M?

Jesli nie, to wskaz strategie Nowaka w odpowiedniej grze.



Cwiczenie 6 Zmodyfikuj proces Maszyna tak, aby maszyna pamictata kwote wrzucong dotychczas,
z przedziatu 02t ... 42t. Maszyna nie must wydowac reszty.

Zwrdémy uwage na rzecz oczywista ale zarazem bardzo wazna: opisujac maszyne,
wzielismy pod uwage tylko te aspekty, ktore nas interesowaly. Inaczej méwiac, abs-
trahowaliémy od nieistotnych dla nas w danym momencie szczeg6téow. I tak bedzie
zawsze: w naszym jezyku bedziemy w stanie wyrazi¢ tylko pewien model systemu
rzeczywistego.

Ostatni przyktad bedzie mial za cel wprowadzenie wszystkich pozostatych kon-
strukcji syntaktycznych naszego jezyka. Opiszemy bardzo prosta linie produkcyja w
pewnej fabryce, zatrudniajacej dwoch robotnikow:

Zauwazmy, iz graficzny zapis powyzej zawiera petng informacje o nazwach kanatow
obstugiwanych przez process Robotnik. W przyszlosci bedziemy réwniez uzywacé
zapisu postaci:

Robotnik : {we, wy, wezD, odlozD, wezM , odlozM };

zbibér nazw po prawej stronie bedziemy nazywaé rodzajem procesu Robotnik. Kazdy
z robotnikéw uzywa podczas pracy dwdch narzedzi: duzego i matego srubokreta.

odlozD,

wezD

DSrubokr & wezD.odlozD .Drubokr



Zachowanie procesu Robotnik jest nastepujace:

Robotnik & we(czesc).Start (czesc)

LT if atwa(czese) then Zakocz(czesc)

Start(czesé)
else if trudna(czes¢) then UyjDrub(czesc)
else (UyjDrub(czes¢) + UyjMrub(czesc))

UyjDrub(czes¢) & wezD.odlozD . Zakocz(czesc)
UyjMrub(czes¢) & wezM .odlozM . Zakocz(czesc)

def

= wy(gotowa(czesc)).Robotnik

Zakocz(czesé)

Robotnik komunikuje si¢ z procesem Drubokr, zatem fragment naszego systemu
bedzie stanowilto ztozenie rownolegte proceséw Robotnik i DSrubokr, ktére bedziemy
zapisywac¢ Robotnik|DSrubokr. Graficznie:

odlozM

Komplementarne porty obydwu proceséw zostaly potaczone. Oznacza to, iz dwa
procesy moga wspoélnie dokona¢ komunikacji (przypomnijmy, komunikacja jest syn-
chroniczna). Tym niemniej, kazdy z proceséw moze wciaz komunikowaé sie przez te
porty z innymi procesami lub ze §wiatem otaczajacym. Gdyby$my chcieli te dodat-
kowsa zdolnoé¢ do komunikacji wykluczy¢, mozemy uzy¢ kolejnego operatora. Proces

(Robotnik|DSrubokr)\{wezD, odlozD }



wyglada nastepujaco:

jedyna réznica to wymazanie nazw portéw ze zbioru {wezD, odlozD} oraz nazw
komplementarnych. Pamietajmy jednak, iz opisujemy fabryke zatrudniajaca dwéch
robotnikéw korzystajacych z narzedzi. Rozwazmy proces

((Robotnik|Drubokr)\{wezD, odlozD })|Robotnik (3)

i zauwazmy, iz drugi robotnik nie ma dostepu do duzego $rubokreta! Zatem po-
prawna kolejnos¢ sktadania systemu ze sktadowych jest nastepujaca:

(Robotnik|Drubokr|Robotnik)\{wezD, odlozD } (4)

a caly system moze zostaé¢ zdefiniowany nastepujaco:

ef

Fabryka < (Robotnik|Drubokr|Mrubokr|Robotnik)\{wezD, odlozD, wezM , odlozM }
(5)
Cwiczenie 7 Narysuj reprezentacje graficzne proceséw (3), (4) oraz (5). Pamietaj, ze ztozenie
rownolegle nie wymazuje nazw potgczonych portow.

Cwiczenie 8 Uzasadnij, ze operator ztozemia réwnolegtego jest symetryczny i tgczny, tzn. zto-
zenie rownolegte wielu proceséw zachowuje sie tak samo, niezaleznie od kolejnosci
sktadania.

Cwiczenie 9 Podaj wszystkie mozliwe wyrazenia inne niz (5) definiujgce poprawnie fabryke. Nie
odrozniamy wyrazen roznigeych sie tylko kolejnoscig ztozenia rownolegtego.

Ostatnia konstrukcja syntaktyczna jest mozliwosc przemianowania nazw portéw.
Np. proces Mrubokr, ktorego definicje (rozmyg$lnie) dotychczas pominelismy, za-
chowuje sie dokladnie tak samo jak Drubokr, aczkolwiek nazwy portéow réznia sie
nieznacznie. Zdefiniujemy go nastepujaco:

ef

Mrubokr & Drubokr[wezM JwezD, odlozM | odlozD)]



Cwiczenie 10 Rozwazmy nastepujace specyfikacje fabryki:
SpecFabr =/ Rob|Rob
Rob = in(czesc). out(gotowa(czesé)).Rob

Czy proces Fabryka jest poprawng implementacjq specyfikacji SpecFabr? Tzn., czy
Fabryka = SpecFabr ?

Cwiczenie 11 Rozwaz zmodyfikowane zachowanie robotnika: odktada on narzedzie dopiero po wy-
staniu gotowej czeSci. Zmodyfikuj odpowiednio opis fabryki. Czy wcigz zachodzi
rownowaznosé¢ Fabryka = SpecFabr?

Cwiczenie 12 Zdefiniuj semafor binarny:

oraz semafor ogdlny SOy, dlan > 1. Czy zachodzi

n razy

———
SO, = SB|...|SB ?



2 Jezyk CCS

Czas na precyzyjna definicje sktadni i semantyki naszego jezyka.

Przyjmiemy nastepujace zatozenia i umowy notacyjne. Zakladamy, iz dany jest
zbior nazw A; a,b,c,... € A. A zawiera ko-nazwy, czyli nazwy komplementarne,
a, E, ... € A. Zbior etykiet £ okreslimy jako £ := AU A; I,I',1,... € L. Zaktadamy
iz 1 = 1, dla kazdej etykiety | € £. Wreszcie, zbior zdarzer Act to Act := LU {r};
a,f,... € Act. Zdarzeniu 7 przypiszemy specjalne znaczenie. Bedzie to zdarze-
nie nieobserwowalne, oznaczajace aktywnos¢é wewnetrzna procesu, np. komunikacje
pomiedzy jego sktadowymi. Nie ma ono zdarzenia komplementarnego.

Semantyke jezyka okreslimy za pomoca etykietowanych tranzycji postaci P — Q,
oznaczajacych iz proces bedacy w stanie P moze wykonaé¢ zdarzenie « i znalezé sie
w stanie Q.

2.1 Przyklady

Czesto zdolno$¢ procesu P do wykonania zdarzenia bedzie wynikaé z takiej zdolnosci
ktorejs ze sktadowych tego procesu. Rozwazmy prosty przyktad:

c b

A LA B &.B
A EEA B 5B

Poniewaz A —% A’, wiec wnioskujemy, ze A|B —— A’|B. Podobnie, z A’ —%5 A wnio-
skujemy

A'B -5 AJB. (6)
Uwaga! ta ostatnia tranzycja nie oznacza komunikacji pomiedzy A’ i B, poniewaz
jedynym uczestnikiem jest A’ ! Wyraza ona jedynie zdolno$¢ procesu A’'|B do ko-
munikacji ze $§wiatem otaczajacym przez port o nazwie ¢. Natomiast komunikacja
pomiedzy A’ i B jest oczywiscie mozliwa: poniewaz A’ %4 A oraz B -5 B, mamy
prawo wywnioskowac

AB -5 A'|B'.
Jakie powinno by¢ zdarzenie towarzyszace komunikacji pomiedzy A i B? Co powinien
obserwowaé obserwator zewnetrzny? Ustalamy, iz obserwator zobaczy 7:

AB 55 A'IB.



Gdybyémy chcieli wykluczy¢ komunikacje przez port ¢ z otoczeniem, mozemy uzy¢
operatora zakazujacego: proces (A|B)\c nie jest juz w stanie wykonaé¢ zdarzenia €.
Ogolniej, z P -+ P’ potrafimy wywies¢ P\L - P'\L, dla L C £, o ile e, @ ¢ L.
Wszystkie tranzycje, ktore potrafimy wywies¢ tworzg tzw. drzewo tranzycji (po
lewej) albo graf tranzycji (po prawej):

(A[B)\¢
\La
(A’Ilf)\C
(A[B")\¢ : (A[B")\¢ :

e ~I e ~
(A'|B")\¢ (A[B)\e¢  (A'IB")\c o (A[B)\¢
s o ~ d

(A"B)\¢ (A'IB)\¢ (A'IB)\¢

Rozwazajac semantyczng rownowazno$¢ proceséw, nie bedzie nas interesowac zawar-
tos¢ wierzchotkow tego grafu; np. rownowazny procesowi (A|B’)\c¢ jest proces Co
okreslony nastepujaco:

def 7-

Co = b.Cy + a.Cy

def

Cl = G,.Cg
Cy = 0.Cy
Cg d:ef T.CO

gdyz grafy tranzycji procesow (A|B’)\c i Cy sa izomorficzne. Albo (A|B)\¢ = a.7.C,
gdzie
C ¥ b.a.7.C+a.b.7.C.

Czyli znaczenie procesu zalezy tylko od jego grafu tranzycji.

Uwazny Czytelnik mogltby spytaé, czy jest sens przepisywaé 7 we wszystkich
rownaniach powyzej? Czy tez mozna po prostu je skresli¢, nie zmieniajac znaczenia
(zachowania) procesow? Okazuje sie, iz wszedzie powyzej mozna skresli¢ 7 tak,
by wszystkie rownowaznosci wspomniane w tekscie pozostaly prawdziwe. Jest tak
dzieki prawu:

a.7.P =a.P.

10



Wynika z niego na przyktad iz
(AIB)\¢ = a.D, (7)

gdzie 3 3
D & %.4.D+ab.D.

Moze zatem T mozna usunaé zawsze i jest w zwigzku z tym niepotrzebne? Tak nie
jest, a oto kontrprzyktad. Rozwazmy procesy A i B zdefiniowane tak:

A o ArrbA

def

B =a.B+b.B

Oto ich grafy tranzycji:

Cwiczenie 13 Czy A = B?

OdpowiedZ brzmi: nie, poniewaz proces A potrafi ,po cichu” przej$¢ do stanu b.A,
w ktérym nie jest mozliwe wykonanie a, a proces B nie potrafi znalez¢ sie w takim
stanie.

2.2 Sktladnia i semantyka jezyka podstawowego

Najpierw zdefiniujemy jezyk podstawowy &, bez przekazywania informacji podczas
komunikacji. Jest on prostszy a zatem lepiej przystosowany do rozwazarn teoretycz-
nych. Nastepnie na jego podstawie zbudujemy jezyk petny ET, poprzez translacje do
jezyka podstawowego.

Definicja 1 Zdefiniujemy teraz sktadnie wyrazen procesowych E € €. Niech K, L C
L oznaczajg podzbiory etykiet. Przez funkcje przemianowujgcq f bedziemy rozumieé
f :Act — Act takqg, Ze:

F) =£()
fL)cL
flr) =

11



Niech X oznacza dany zbidr zmiennych; X,Y,... € X. Niech K oznacza zbidr
statych; A.B,... € K. Przez {E; : i € I} bedziemy rozumieé indeksowany zbior
wyrazen, czyli po prostu funkcje ze zbioru I w zbidr wyrazen. Zbiory indeksujgce
bedziemy oznaczac literams I, J, . . ..

Sktadnia jezyka podstawowego & jest nastepujgca:

E = X zmienne
A state
a.F prefiks
E|E ztozenie réwnolegte
ZieIEi wybor niedeterministyczny
E\L zakaz
E[f] przemianowanie.

Procesami nazywamy wyrazenia procesowe bez zmiennych; bedziemy je oznaczaé P, Q), . . ..

Teraz i w przysztosci zawsze bedziemy zakladaé, iz wszystkie stale wystepujace w
danym wyrazeniu sa zdefiniowane za pomoca réwnosci:

def

A = FE.

Definicje te moga by¢ wzajemnie rekurencyjne, ale wszystkie stale wystepujace po
prawej stronie, w wyrazeniu F, musza mie¢ definicje.

Podstawowa nowoscia jest brak operatora + ; zamiast niego mamy znacznie
ogblniejszy operator wyboru niedeterministycznego ), ;F;. Dla I = {1,2}, otrzy-
mujemy E; + F5. Ponadto dla I = ) otrzymujemy proces niezdolny do wykonania
zadnego zdarzenia, ktory bedziemy oznaczac¢ jako 0 & YicoEi

Dla utatwienia zapisu, ustalamy kolejnosé priorytetéw poszczegélnych operato-
row jak nastepuje, w kolejnosci od najwyzszego:

e zakaz \L i przemianowanie _[f]
o prefiks a..

e zlozenie rownolegle |

e suma (wybor)

Zamiast F\{l} bedziemy pisa¢ skrotowo E\l. Semantyke jezyka & zadamy za po-
moca kilku regut:

12



BB o WEE B

_— e — j
a.E - E Sl = B ASE

E- S FE F-% F E-%E F-5LF
E|F % E'|F E|F % E|F' E|F = E'|F

E% FE E-%SF
=Y (aa¢l) —
E\L % E\L Bl ™ B

Cwiczenie 14 Zdefiniuj proces C~C' z poprzedniego rozdziatu.

Tranzycja E —— E' zachodzi o ile da sie ja wywie$¢ za pomoca powyzszych regul. Na
przyktad, ponizej znajduje sie wywod tranzycji ((a.E + 5.0)[@.F)\a — (E|F)\a:

o.F - E
o.E+b0 -5 FE a.F 5 F

\ /

(a.E + b.0)[a.F - E|F

I

((a.E + b.0)[@.F)\a - (E|F)\a

Taki zapis nazywaé¢ bedziemy drzewem wywodu. Jest to pojecie o tyle wazne, iz
dostarcza indukcyjnej techniki dowodowej w sytuacji, gdy chcemy dowies¢ jakiejs
wtasnosci wszystkich tranzycji. Poniewaz wszystkich oznacza tak naprawde wszystkie
te, ktoére maja co najmniej jeden wywod, mozemy poprowadzi¢ indukcje wzgledem
rozmiaru drzewa wywodu.

Cwiczenie 15 Czy kazda tranzycia ma co najwyzej jedno drzewo wywodu?

Gdy rozwazamy wszystkie zdarzenia ktore moze wykonaé dany proces P, otrzy-
mujemy pewng liczbe bezposrednich potomkdw, tzn. procesow P’ takich, ze dla
pewnego « zachodzi P — P'. Jegli nastepnie bedziemy kontynuowa¢, tzn. roz-
wazymy wszystkich bezposrednich potomkéw bezposrednich potomkéw procesu P,
itd., otrzymamy drzewo potomkéw procesu P, ewentualne graf potomkéw. Np.
drzewo potomkow rozwazanego wezesniej przyktadowego procesu (a.E + b.0[a.F)\a
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rozpoczyna sie nastepujaco:
(EIF)\a
_—
(a.E + b.0]a.F)\a

*‘\

(0[z.F)\a

Drzewo potomkéw bedzie miato fundamentalne znaczenie gdy zajmiemy sie porow-
nywaniem zachowania proceséw. Jak juz wspomnieli$my, znaczenie procesu powinno
zaleze¢ tylko od jego drzewa potomkow, ale gdy wymaze sie z niego wyrazenia proce-
sowe znajdujace sie w weztach — nie powinno ono zupetlnie zaleze¢ od tych wyrazen.
Zastandéwmy sie na przyktad, kiedy dwa ponizsze procesy powinny by¢ uwazane za
rownowazne, czyli semantycznie roéwne:

o Py ” Q1
PiiPQ QéPQ
P, Qn

Zauwazmy, iz zalozylismy tutaj dla uproszczenia iz procesy maja skonczona liczbe
bezposrednich potomkéw oraz te same zdarzenia sa mozliwe w obydwu procesach, a w
dodatku w tej samej liczbie. Pierwsza propozycja mogtaby by¢ taka: sa réwnowazne
o ile P; = Q;, dla wszystkich 7. Symbolem = oznaczamy tutaj syntaktyczng réw-
nosé, czyli identycznosc wyrazen. Propozycja ta nie jest jednak zbyt udana, w szcze-
golnosci nie spetnia wymagania postawionego przed momentem. Zatem moglibysmy
ja zmodyfikowaé, zastepujac rownosc syntaktyczna przez réwnosc semantyczna: P
i @ sa semantycznie réwne jesli P; i (Q; sa semantycznie rowne, dla wszystkich 1.
Czyli zredukowalismy réwnosé proceséw do réwnosci ich bezposrednich potomkéow.
Niestety, nie jest to definicja indukcyjna, gdyz nie zawsze ciag redukcji konczy sie.
Tym niemniej, definicja tego typu ma dobrze okreslony sens matematyczny. Jest to
definicja koindukcyjna, oparta na najwiekszym punkcie stalym pewnego operatora
zamiast na najmniejszym. Podstawowe pojecie naszego wykladu, ktére poznamy
wkrotce, réwnowaznosé bisymulacyjna, bedzie zdefiniowane wtasnie koindukcyjnie.

Cwiczenie 16 Zapisz w jezyku podstawowym jedno z rozwigzan problemu pieciu filozoféw.

Cwiczenie 17 Jak zdefiniowaé operator ;  ozenia sekwencyjnego w naszym jezyku. (Wska-
zowka: Procesy P i @) uszeregowane sekwencyjnie w P;Q powinny komunikowad sie
przez ,prywatny” kanat komunikacyjny.)
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2.3 Jezyk pelny

Teraz zajmiemy sie jezykiem pelnym, zawierajacym wszystkie konstrukcje jezykowe
ktorych uzywalismy w rozdziale 1.

Definicja 2 Sktadnia jezyka petnego £T jest nastepujgca:

E = X zmienne
Aley,...,ex) stale
a(xz).E prefiks wejSciowy
a(e).E prefiks wyjsciowy
T.FE T-prefiks
if b then F wyrazenie warunkowe
E|E ztozenie réwnolegle
Zz‘eIEi wybor niedeterministyczny
E\L zakaz
E[f] przemianowanie.

Nowe lub rozszerzone konstrukcje jezykowe zostaly wyttuszczone i teraz je omoéwimy.
Po pierwsze, zakltadamy, iz wszystkie state sa wyposazone w arno$é, determinujaca
liczbe parametréw. Parametry te naleza do ustalonego typu danych, V. W wyrazeniu
A(ey,...,ex), wyrazenia ey, ..., e sa zbudowane z operacji dostarczanych przez V.
Oczywiscie definicje staltych powinny mie¢ tez nieznacznie ogdélniejsza postaé niz w
E:

A(z1,...,z1) & E, (8)
gdzie zmienne x4, ...,z moga pojawiac sie w E/. Nalezy odrézni¢ zmienne 1, ..., zg
od zmiennych procesowych X € X. Nazwijmy je zatem zmiennymi wartosci. Defi-
nicja (8) wiaze zmienne x1,...,Z; a ich zasiegiem jest F.

Wyrézniamy prefiks wejsciowy a(z).E, a € A, odbierajacy wartosc typu V i
przypisujacy ja na zmienng x w wyrazeniu procesowym FE. Prefiks wejsciowy jest
druga i ostatnia konstrukcja wiazaca zmienng z, a jej zasiegiem jest znoéw E. Wy-
rozniamy ponadto prefiks wyjsciowy a(e).F, wysylajacy warto$¢ wyrazenia e. Nowa
konstrukcja jest wyrazenie warunkowe if b then F, ktore w zaleznosci od ewaluacji
wyrazenia logicznego b rowne jest albo wyrazeniu procesowemu E albo 0.

Cwiczenie 18 Dlaczego w jezyku nie ma ogdlnego wyrazenia warunkowego
if b then FE; else E5?

Czy mozna je wyrazié za pomocq konstrukeji obecnych w £™?
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Semantyka jezyka £ powstanie poprzez translacje do jezyka podstawowego.
Dla E € £, niech E € € oznacza odpowiadajace mu wyrazenie procesowe w &.
Translacja wyglada nastepujaco (zakladamy, iz w wyrazeniu translowanym wszyst-
kie zmienne wartosci sg zwigzane):

F — F

A(ely ) Ael,...,ek o

G,(ZE) Zv Va’U'E{v/‘fI;}

a(e).E Te. B

T.FE T.E

E\|Es E1|E%\

ZiEIEl ZZGIE

E\L E\{l l€LyveV}

E[f) BIf), gdzie F(1,) = £(1),

if bthen E { E oileb jest prawdziwe
0 w.p.p

X X

Podstawowa sztuczka, ktora tutaj sie dzieje to pozbycie sie¢ parametréw w statych

procesowych A(eq,...,er) poprzez wkomponowanie wartosci wyrazen ej,...,ex w
nazwe stalej. Czyli, wyrazenia E odwoluja si¢ do statych postaci A, .., gdzie
v1,...,0r €V ak jest arnodcia stalej A w £1. Zauwazmy, iz wyrazenia eq, ..., ey nie

moga zawiera¢ zmiennych, gdyz zatozyliSmy, iz argument translacji = ma wszystkie
zmienne wartosci zwigzane. Oznacza to, ze mozna zawsze wyliczy¢ wartosci tych
wyrazen gdy to jest potrzebne. Co pozwala nam, dla uproszczenia, nie odrézniaé
wyrazenia e; od jego wartosci:

A(ela s 7ek) ’ Awartoéé(el),...,Wartoéé(ek)'

Podobna sztuczka odbywa si¢ réwniez dla prefiksu wyjsciowego a(e).E. Nazwy por-
tow uzywane przez wyrazenia E sa postaci a,, gdzie a jest nazwa z jezyka £ av € V.

Cwiczenie 19 Powyzej podalismy translacje wyrazer z jezyka petnego do jezyka podstawowego. Po-
daj translacje definicji (8).
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Cwiczenie 20 Rozwaz nastepujgcy prosciutki jezyk programowania wspéthieinego:

I = X:=F przypisanie
skip nic nie réb
I; 1 ztozenie sekwencyjne
if EF then I, else Iy instrukcja warunkowa
begin D;I end blok
I, par I ztozenie réwnolegte
D == wvar X deklaracja zmiennej
E = X wystgpienie zmiennej
F(Ey,...,Ek) aplikacja funkcyi

Zdefiniug jego semantyke poprzez translacje do jezyka petnego. (Jednym z pierwszych
krokow jest rozwigzanie cwiczenia 17).

Cwiczenie 21 Rozszerz jezyk programowania o deklaracje procedury proc X (Y) i instrukcje wy-
wotania procedury call X (E) (przekazywanie parametru przez wartosc).

2.4 Stale procesowe, rekurencja a punkty stale

Wzajemnie rekurencyjne definicje statych to jedyny mechanizm w naszym jezyku
pozwalajacy opisa¢ procesy o nieskoniczonym dziataniu. Taki sposob definiowania
nieskoriczonych zachowarn jest stosunkowo latwy w uzyciu i czytelny dla uzytkow-
nika. Natomiast ma pewna wade: definicje statych pojawiajacych sie w jakims wy-
razeniu nie sa sktadowa tego wyrazenia, lecz obiektem zewnetrznym. Réwnowaznie,
mozna umiesci¢ w pewien sposéb definicje uzywanych statych procesowych wewnatrz
wyrazen procesowych, np. zamiast 0 + b.A, gdzie A ma definicje: A & 4.A, mo-
zemy napisa¢ 0 + b.fix(X = a.X). W tym celu wprowadzamy do jezyka dodatkowsa
konstrukcje:
E = ... | ﬁXj({XZ':EiZiEI})

Zbior {X; = E; : i € I} zawiera rownania definiujace rodzine procesoéw indeksowana
zbiorem I. Wyrazenie fix;({X; = E; : ¢ € I}) oznacza element tego zbioru odpo-
wiadajacy indeksowi j € I. (Uwaga: po raz pierwszy potrzebujemy tutaj zmien-
nych procesowych.) W skrocie, zamiast fix;({X; = E; : ¢ € I}) bedziemy pisac
fix;({X = E}), nie wymieniajac zbioru I explicite. Dadatkowo, niech F{E/X}
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oznacza wyrazenie procesowe F', w ktorym rownolegle podstawiono wyrazenie E; za
zmienng X;, dla wszystkich ¢ € 1.

Oto reguta dla operatora fix, pokazujaca iz jest to w rzeczywistosci operator
najmniejszego punktu statego:

Ei{fix(X =E)/X} -5 B
fix;({X = E}) % E

(€.

fi;(()N( — E) oznacza rodzine {ﬁXj(()N( = E) : j € I}. Operator fix ma rowniez
pewna powazng wade: wyrazenia sa znacznie mniej czytelne, jak réwniez powyzsza
reguta wyglada mniej przyjaznie. Dlatego najczesciej pozostaniemy przy statych
procesowych.

Cwiczenie 22 Rozwaz proces A|B zadany jak nastepuje:
def

A ¥ a0+AB B = (a.B+b.4+a.0)\a

Podaj réwnowazne mu wyrazenie procesowe E z uzyciem operatora fix zamiast sta-
tych. Znajdz wywdd dla tranzycji E —— 0]0.

Cwiczenie 23 Zastandw sie, czy state procesowe oraz operator fix sg wzajemnie réwnowazne.
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3 Prawa rownosciowe

Zanim formalnie zdefiniujemy pojecie semantycznej réownosci procesdéw, co nastapi w
nastepnym rozdziale, teraz rozwazymy pewne réwnosci zachodzace pomiedzy proce-
sami. Rownosci te odnoszg sie do semantycznej rownosci proceséw = wspomnianej w
poprzednim rozdziale. Mozemy zatem sobie wyobrazié¢ algebre proceséw. Jej elemen-
tami sa procesy (wyrazenia procesowe bez zmiennych) modulo réwnos¢ semantyczna.
Tak wiec, semantycznie, proces to nie jest wyrazenie, ale cata klasa abstrakcji réw-
nowaznych wyrazen. Operacjami w algebrze proceséw sa znane nam juz operacje do
budowania procesow: prefiks, suma (wybor), przemianowanie, zakaz oraz zlozenie
rownolegte. Aby to wszystko miato sens, rownos¢ semantyczna musi by¢ kongruencja
wzgledem operacji w jezyku (podstawowym), tzn. musi ona by¢ zachowana przez
te operacje. Dowiedziemy tego w ktéryms z nastepnych rozdzialéw. Dzieki temu,
mozna w dowolnym wyrazeniu podmieni¢ proces na inny, o ile jest on réwnowazny.
Dodatkowo, pewne réwnania maja jednoznaczne rozwiazanie w algebrze proceséw
(patrz rozdzial 3.2).
Wyréznimy 3 grupy réwnosci:

e rownosci statyczne, dotyczace operatoréw statycznych, do ktérych zaliczymy

_I, \Loraz _[f];
e rdwnosci dynamiczne, dotyczace operatorow dynamicznych: + | «. oraz
rekurencji;

e prawo ekspansji, taczace dwie grupy operatoréw.

Operatory statyczne to te konstrukcje jezykowe, ktore nie znikaja podczas tran-
zycji. Determinuja one zatem statyczng strukture systemu. Ogodlnie, posiadaja one
tylko reguly nastepujacej postaci:

E, “5E, ... B, ““E

op(Ey,...,E,) = op(EY,...,El)

gdzie
o {i1,...,im} C{L,...,n};
o ij #ik, gdy J # k;
o Bl =FE;, gdy i & {i1,...,im}.
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3.1 Roéwnosci dynamiczne

Procesy wraz z operatorem binarnego wyboru stanowia idempotentny monoid prze-
mienny, ktorego elementem neutralnym jest 0:

(+1) P+Q = Q+P
(+2) P+(Q+R) = (P+Q)+R
(+3) P+P =P
(+4) P+0 =P

Dla uzasadnienia wystarczy przypomnie¢ sobie zgrubne przyblizenie réwnosci se-
mantycznej opisane na koncu rozdziatu 2.2. Poniewaz P+ Q — P’ wtw. gdy
Q+P % P, wiec P+ Q = Q + P. Podobnie pozostate réwnosci.

Cwiczenie 24 Zaproponuj uogdlnienie praw (+1) — (+4) dla sum nieskoriczonych.

Druga grupe réwnosci stanowia prawa dotyczace 7:

(11) a.r.P = a.P
(12) P+7P = 1P
(13) a.(P+1.Q)+ a.QQ = a(P+1.0Q)

Uzasadnienie dla (72) i (73) jest podobne jak poprzednio, z ta roznica, iz musimy
wzia¢ pod uwage nieobserwowalnosé zdarzenia 7. Zatem, zamiast relacji — roz-
wazmy relacje == okreslona nastepujaco:
= = ()"0 = o), (9)
przy czym ( — )* oznacza zwrotno-tranzytywne domkniecie relacji — . Cazyli
zdarzenie a moze by¢ poprzedzone przez dowolna liczbe zdarzen 7 (by¢ moze 0) a
takze dowolna liczba T moze nastapic po a. Tranzycje P == Q bedziemy nazywac
stabymsi tranzycjami a proces Q) stabym bezposrednim potomkiem procesu P.
Wracajac do uzasadnienia (73), mamy P + 7.P == Q wtw gdy 7.P == Q. Row-
no$¢ (73) mozna uzasadni¢ podobnie.
Oto kilka nier6wnosci, ktore nie beda zachodzi¢ w ogdélnosci:

T.P # P,
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czyli T nie zawsze moze by¢ wymazane. W naszej algebrze proceséw nie ma réwniez
rozdzielnosci prefiksu wzgledem sumy:

a.(P+Q) # a.P+aQ
Cwiczenie 25 Pokaz

P+1.(P+Q) = 7.(P+Q)
a.(P+r1.17.P) = a.P,

korzystajgc z (1) - (73).
Cwiczenie 26 Pokai 7.(P + a.(Q + 7.R)) = 7.(P+ a.(Q +7.R)) + a.R.
Cwiczenie 27 Ogdlniej niz w éwiczeniu 26: pokaz ze jesli P == P', to P = P+ca.P', dla dowolnego
procesu P zbudowanego wytgceznie z operatorow dynamicznych.
3.2 Jednoznaczno$é rozwigzan ukladéw réwnan
Rozwazmy stata procesowsa zdefiniowana przez

A E B{A/XY;

po prawej stronie mamy wyrazenie procesowe F, w ktorym za wszystkie wystapienia
zmiennej X podstawiono A. Pomyslmy o A jako o rozwigzaniu réwnania:

X =E (10)

Bytoby idealnie, gdyby rownanie to miato doktadnie jedno rozwigzanie, wlasnie A.
Oczywiscie, doktadnie jedno modulo réwnosé semantyczna =. Czyli chcieliby$my
zeby zachodzito:

e A=F{A/X} (proces A jest rozwiazaniem réwnania (10)); oraz
e Jesli P = E{P/X} oraz Q = E{Q/X}, to P = @Q (proces A jest jedynym

rozwiazaniem).

Po co nam jednoznacznosé? Przypomnijmy sobie rownosé (7) z rozdziatu 2.1:
(A|B)\¢ = a.D,
gdzie stata D okreslona jest nastepujaco:

D & %.4.D+ab.D.

21



Mamy prawo wywnioskowac rownos¢ (7) poniewaz (A|B)\ ¢ = a.(A’|B)\ ¢ oraz proces
(A'|B)\ ¢ jest rozwiazaniem réwnania

X = baX+abX. (11)
I tutaj potrzebna jest jednoznacznosé, aby wywnioskowa¢ D = (A/|B)\¢ !

Definicja 3 Zmienna X jest sekwencyjna w wyrazeniu E jesli X wystepuje w F
tylko w podwyrazeniach zbudowanych wtgcznie z prefiksu i sumy. Zmienna X jest
strzezona w wyrazeniu E jesli kazde wystgpienie X w E jest wewngtrz pewnego pod-
wyrazenia [.E' w E.

Przyktad 4 Aby wyjasnié niejasnosci, popatrzmy na kilka wyrazen:
e X jest strzezona ale nie sekwencyjna w a.X|b.0,
o X jest sekwencyjna ale nie strzezona w 7.X + b.0lc.Y oraz w X + ¢.Y,

o Y jest i sekwencyjna i strzezona w X 4+ c.Y.

Ponizsze twierdzenie udowodnimy poznie;j:

Twierdzenie 5 (jednoznaczno$¢ rozwigzan)

def

o Jesli A Y E{A/X} to A =E{A/X}.

def

e Rozwazmy uktad réwnan A; = El{:A/)N(}, indeksowany przez i € I. Przez
E,{K/)?} rozumiemy wyrazenie procesowe E;, w ktorym za wszystkie wystgpie-
nia zmiennej X; podstawiono A;, dla wszystkich j € I. Zaktadamy iz zmienne
pojawiajgce sie w wyrazeniach F; nalezq do zbioru {X; : j € I} oraz Ze zmienna
X, jest sekwencyjna i strzezona w Ej, dla kazdego i,j € 1. Niech Pi Cj bedag
dwiema rodzinami proceséw indeksowanych przez i € I Jesli P = E{P/X}
(przez co rozumiemy: P; = E;{P/X}, dla wszystkich i) oraz Q = E{Q/X},
to P = @ (tzn. P; = Q;, dla wszystkich i).

W drugiej czesci twierdzenia zaktadamy, iz wszystkie zmienne sa strzezone i
sekwencyjne. Latwo sie zatem domysli¢, iz nie zawsze mamy jednoznacznosé. Oto
kilka przyktadow:

Cwiczenie 28 Wskaz nieskoriczone zbiory rozwigzan nastepujgcych dwdéch réwnan:

X =1.X
Y = (a.Y]a.0)\a
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Cwiczenie 29 Pokaz, ze dla kaidego P, proces 7.(a.0 + 7.P) jest rozwigzaniem réwnania X =
a.0+7.X.

Cwiczenie 30 Znajdz nieskoriczony zbidr rozwigzan uktadu réownari:

X = a0+7Y
Y = b0+7.X

Jak wspomnieliémy, twierdzenie 5 jest przydatne w rachunkach:
Cwiczenie 31 Zaktadajgc P = a.b.P oraz Q = b.a.Q, wykaz P = a.Q i Q = b.P.

W rzeczywistodci wymaganie, aby wszystkie zmienne byty strzezone i sekwencyjne
jest zbyt mocne i mozna je ostabi¢. Oto kilka przyktadow:

Cwiczenie 32 Rozwaz uktad rownan, w ktérym zmienna X nie jest strzezona:

X = aX+1Y
Y = a.X+0b.Y

i wykaz, iz jego jedyne rozwigzanie jest nastepujgce: X = T.A)Y = A, gdzie
A aA+bA.

Cwiczenie 33 Znajds uktad réwnari taki, ze przynajmniej jedna ze zmiennych nie jest sekwencyjna
w przynajmnie] jednym rownaniu, a pomimo tego ma on doktadnie jedno rozwigzanie.

3.3 Prawo ekspansji
W praktyce czesto opis systemu wspoétbieznego ma nastepujaca postac:
(Pl[fIH . |Pn[fn])\L7

n > 1.2 Ponizsze twierdzenie opisuje wszystkie tranzycje procesu w takiej postaci:
Twierdzenie 6

(Pl Pl fnD\L =

S A fi@- (Pl APl APl fa\E 2 P =5 P fi(e) ¢ LUL } +

S @AYl PSP AP f)\L = P PPy =5 P fi(h) = Fi(B)i < 5}

2Dodatkowo, czasem procesy P; beda sekwencyjne, tzn. zbudowane tylko z operatoréw dyna-
micznych.
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Twierdzenie 6 jest sformutowane mozliwie najogodlniej, stad moze ono byé¢ niezbyt
czytelne. Tym niemniej, jego dowdd jest bardzo prosty — wystarczy skorzystaé z
przyblizenia réwnosci semantycznej opisanego na koricu rozdziatu 2.2.

Cwiczenie 34 Sformutuj Twierdzenie 6 w przypadku, gdy wszystkie funkcje przemianowujace fi sa
identycznosciami, a zatem mozna je pomingc.

Cwiczenie 35 Pokaz ze proces (A'|B)\c z rozdziatu 3.2 jest faktycznie rozwigzaniem réwnania (11).
Oto wazne i ciekawe wnioski z Twierdzenia 6 dla n = 1:

Whniosek 7

(a.P)\L = { 0, gdy a€ LUL (12)

a.P\L, w.p.p.
(a.P)[f] = f(a).P[f] (13)
(P+Q\L=P\L+Q\L (14)
(P +Q)f] = Plf]+ Qlf] (15)

Cwiczenie 36 Przypomnij sobie specyfikacje i implementacje bufora z rozdziatu 1. Korzystajgc z
Twierdzenia 5 oraz z Wniosku 7(13), wykaz C~C = Buffy(€), przy czym:
C “inC
¢ = out.C
P~Q “ (Ple/out)Qle/in])\¢
Buffy(0) = in.Buffy(1)

Buffy(2) = ouf.Buffy(1)
Buffy(1) = in.Buffy(2) + ouf.Buffy(0)

P[c/out] oznacza przemianowanie procesu P zmieniajgce tylko jedng nazwe, out.
Tan. out — ¢, out — €.

Cwiczenie 37 Ostatnie dwie réwnosci wniosku 7 to prawa rozdzielnosci dwéch operatoréw statycz-
nych wzgledem sumy. Czy rozdzielno$é taka zachodzi réwniez dla | , tzn. czy
prawdg jest

(P+Q)|R = PIR+Q|R?
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3.4 Rodzaj syntaktyczny
Zanim przejdziemy do praw statycznych, musimy wprowadzi¢ jedno proste pojecie.

Definicja 8 Mowimy, ze zbior L C L jest rodzajem procesu P, co oznaczamy przez
P : L, o ile wszystkie zdarzenia procesu P oraz jego potomkow nalezg do zbioru

Lu{r}.

Zauwazmy iz rodzaj procesu nie jest wyznaczony jednoznacznie natomiast istnieje
zawsze rodzaj najmniejszy. Rodzaj procesu bedzie nam potrzebny dla warunkowego
sformutowania pewnych praw, np.

(PIQ)\a = (P\a)|Q, oile a,a¢ L, Q:L.

Chcieliby$my umie¢ efektywnie wyliczyé¢ rodzaj procesu. Ponizej definiujemy
rodzaj syntaktyczny, ozn. L(P).

Zatozmy przez chwile, iz L(A) jest dane, dla kazdej stalej A. Rozwazmy naste-
pujacy oczywisty przepis na wyliczenie rodzaju syntaktycznego:

L(.P) = {I}UL(P)

L(r.P) = L(P)
£y P = UIE(PZ )
S
L(PIQ) = L(P)UL(Q)
L(P\L) = L(P)\(LUL)
L(P[f]) = F(L(P))

Przyporzatdkowanie rodzajow L(A) stalym A nazwiemy poprawnym, o ile L(P) C
L(A), gdy A &

Cwiczenie 38 Pokaz ze istnieje najmniejsze poprawne przyporzedkowanie rodzajéw statym proce-
sowym, tzn. takie, ktore kazdej statej przyporzadkowuje mozliwie najmniejszy zbior
etykiet. (Wskazowka: uzyj twierdzenia Knastera-Tarskiego o najmniejszym punkcie
statym w kracie zupetnej.)

Definicja 9 Przez rodzaj syntaktyczny procesu P, ozn. L(P), rozumiemy zbior otrzy-
many za pomocq requl (16), dla najmniejszego poprawnego przyporzgdkowania rodza-
Jjow statym procesowym.

Cwiczenie 39 Pokaz, za pomocg przyktadu, ze rodzaj syntaktyczny nie jest w ogdlnosci najmniej-
szym rodzajem procesu.
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Fakt 10 P : L(P).

Fakt ten mozna latwo dowie$¢ uzywajac ponizszego lematu:
Lemat 11 Niech P - P'. Wtedy

e ac L(P)U{r},

e L(P') C L(P).

Cwiczenie 40 Dowieds lematu przez indukcje po rozmiarze drzewa wywodu tranzycji P —— P'.
Nastepnie udowodnij fakt.

3.5 Ro6wnoéci statyczne

Rownosci statyczne to (z grubsza) doktadnie te rownosci pomiedzy procesami ktore
zachodza gdy interpretujemy proces jako graf statyczny. Tzn. sa to rownosci zacho-
dzace w algebrze graféw statycznych, ktora opisujemy ponizej. Ponizsza definicja
uécidla pojecie znane nam juz z przyktadéw w rozdziale 1.

Definicja 12 Graf statyczny to graf skoriczony o nastepujgcych wtasciwosciach:
o Kazdy wierzchotek jest etykietowany procesem.

o Kazdy wierzcholek, z etykietq powiedzmy P, dla kazdej | € L(P), posiada port
o etykiecie wewnetrznej [.

e Kazda krowed? grafu toczy dwa porty w réznych wierzchotkach.

o Kazdy port moze posiadac etykiete zewnetrznag; jesli 6 ma, moze ona byé rozna
od jego etykiety wewnetrzne;.

e Porty potgczone krawedzig albo nie posiadajg etykiet zewnetrznych albo ich ety-
kiety zewnetrzne sqg komplementarne.

o Wszystkie pary portéw o komplementarnych etykietach zewnetrznych sq potg-
czone.

Algebra ktora teraz definiujemy zawiera wszystkie grafy statyczne spelniajgce powyz-
sza definicje. Posiada ona operacje odpowiadajace trzem operatorom statycznym,
ktorych dziatanie jest nastepujace:

e Graf G1|G2 tworzymy z grafow G i Gy przez poltaczenie krawedzia wszystkich
par portéw o komplementarnych etykietach zewnetrznych, jeden z G a drugi
Z GQ.
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e Graf G\L tworzymy wymazujac w G wszystkie etykiety zewnetrzne ze zbioru
LUL.

e Graf G[f] tworzymy zastepujac w G kazda etykiete zewnetrzng [ przez f(l);
nastepnie taczymy krawedzia wszystkie pary portéw o komplementarnych ety-
kietach zewnetrznych.

Uwaga dla Czytelnika myslacego bardzo formalnie: w rzeczywistosci w algebrze gra-
fow statycznych mamy jedna operacje dwuargumentows oraz dwie rodziny operacji
jednoargumentowych: \L dla kazdego L C £ oraz _[f] dla kazdej funkcji przemia-
nowujacej f. Ta sama uwaga jest prawdziwa dla algebry proceséw ktora rozwazamy
w tym rozdziale, z tym, ze mamy w niej wiecej operacji: jednoargumentowa «. dla
kazdego o € Act oraz rodzine operacji o roznych krotnosciach, )
od mocy zbioru I.

Dla kazdego procesu P, w algebrze graféow statycznych mamy nastepujacy graf

jednowierzchotkowy:
ﬁa

posiadajacy port dla kazdej etykiety a, 3,... € L(P). (Jesli Czytelnik usituje wciaz
mysle¢ bardzo formalnie, to wszystkie takie grafy nalezy uwazac¢ za stale w algebrze
grafow statycznych. :)

ie1_i» W zaleznoscei

Cwiczenie 41 Etykiety wewnetrzne pozostajg niezmienione podczas budowania wiekszych graféw z
mmniejszych. Czy sqg one niezbedne? Co by sie zmienito, gdyby ich nie byto?

Przedstawimy teraz trzy grupy rownosci, dotyczacych kazdego z operatoréw sta-
tycznych. Wszystkie one sa prawdziwe zaréwno w algebrze graféw jak i w algebrze
proceséw. Ponadto, jesli ograniczy¢ sie do réznowartosciowych funkcji przemianowu-
jacych (czego nie chcemy oczywiscie robi¢), prawa te pozwalaja wywies¢ wszystkie
rownosci prawdziwe w algebrze graféw, stanowig zatem jej peing aksjomatyzacje.
Oczywiscie, w algebrze proceséw prawdziwych jest znacznie wiecej réwnosci niz w
algebrze graféw: w tej ostatniej mozemy wnioskowaé tylko o statycznych wtasno-
$ciach procesow.

Cwiczenie 42 Podaj prosty przyktad uzasadniajocy ostatnie zdanie.

Po pierwsze, przemiennos¢ i tacznoéé ztozenia réwnolegtego oraz neutralnosé pro-
cesu 0, interpretowanego jako graf pusty:
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(1) PlQ = Q|P
(12) Pl(QIR) = (P|Q)IR
(13) Pl0 = P

Po drugie, cztery prawa dla operatora zakazu:

(\1) P\L = P oile L(P)N(LUL) =0

(\2) P\K\L = P\(KUL)

(\3) PIf\L = P\f~{(L)[f]

(\4) (PIQ\L = P\L|Q\L oile L(P)NL(Q)N(LUL) =0

Po trzecie, cztery prawa dla przemianowania:

(0 Pld] = P

(12) P[f] = P[f'] oile fi f' sy identyczne na L(P)
([3) PfIf] = Plf'o f]

(04) (PIQ)[f] = P[flIQ[f] oile f jest roznowartosciowe na

L(P|Q) U L(PIQ)

Prawa (\4) oraz ([|4) sa to warunkowe prawa roztacznosci dwoch operatoréow statycz-
nych wzgledem trzeciego, czyli zlozenia réownolegtego. Oto kilka prostych wnioskow:

‘Whiosek 13

P[b/a] = P oile a,a¢ L(P) (17)
P\a = P[b/a]\b oile b,b¢ L(P) (18)
P\a[b/c] = P[b/c]\a oile ? (19)

Cwiczenie 43 Uzupetnij warunek w (19).

Warto zwrocié tutaj uwage, iz (18) przypomina nieco a-konwersje w rachunku A
(Aa.P = \b.P{b/a}).

Cwiczenie 44 Dowiedz wniosku 183, korzystajgc z (\1) - (\3) oraz ([]1) - ([3).

28



Cwiczenie 45 Dowiedz wniosku 7.
Cwiczenie 46 Pokaz, iz operator _~  zdefiniowany w ¢wiczeniu 36 jest tgczny.
Cwiczenie 47 Czy réwnosci podane w tym rozdziale pozostajg prawdziwe, gdy zamiast rodzaju syn-

taktycznego uzyjemy najmniejszego rodzaju? Rozwaz prawdziwosé tych réwnodci w
algebrze grafow oraz w algebrze procesow.
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4 Silna ré6wnowazno$¢ bisymulacyjna

Ten rozdzial po$wiecony jest najwazniejszemu pojeciu tego wykltadu: pojeciu bisy-
mulacyi. Wprowadzimy tutaj rownowaznosé proceséw, zwana silng rownowaznoscig
bisymulacyjng, ozn. ~ , oparta na tym wladnie pojeciu. Nie jest to jeszcze row-
nos$¢ semantyczna =, ktorej uzywaliémy w poprzednim rozdziale; te wprowadzimy
w nastepnym rozdziale. Roéwnowaznosé¢ bisymulacyjna ~ traktuje 7 jak zwyktle
zdarzenie, np. a.7.0 » a.0. W zwiazku z tym odrdéznia ona wiecej procesdéw niz =.
Mimo to, wiekszo$¢ rownosci z poprzedniego rozdziatu jest prawdziwa juz dla ~ | a
przy tym jej definicja jest bardziej przejrzysta niz =.
Zacznijmy od prostego przyktadu, pozwalajacego wyrobi¢ intuicje:

A—2s A DA, B—%-B, -8B,

Jesli na powyzsze dwa systemy spojrzymy jak na automaty, to jezyki rozpoznawane
przez nie s identyczne: (acd)*ab, przy zalozeniu ze wszystkie stany z indeksem 2 sa
akceptujace. Ale wyobrazmy sobie, ze mamy mozliwo$¢ eksperymentowania z tymi
systemami. Poczatkowo, obydwa systemy sa sktonne wykonaé tylko a, jest to jedyny
aktywny port:

a wszystkie pozostate porty sa nieaktywne. Wykonajmy zdarzenie a w obydwu. W
przypadku systemu A rezultat jest jednoznaczny (deterministyczny). W przypadku
B mamy dwie mozliwosci, w kazdej z nich inny jest zbiér aktywnych portow:

a . a g
od lub o od
b
O c c
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Eksperyment odroznia zatem A i B. Naszg intencja jest nastepujgca definicja row-
nowaznosci ~ :

Va € Act,

Pr@ W0 PSP = 30 te Q5@ i P g o)
gdy
(1)) Q5 Q = 3P’ tze PP i P'~Q

Czyli P i @ sa rownowazne wtw. gdy nie umiemy ich odr6zni¢ w pojedynczym
kroku eksperymentu oraz systemy ktore otrzymamy w rezultacie tego kroku sa znéw
rownowazne. Ponadto interesowalaby nas najwieksza mozliwie relacja ~ . Ale czy
powyzsze sformutowanie (20) jest poprawne? Zaraz sie to wyjasni.

4.1 Silna bisymulacja

Definicja 14 Relacje binarng R pomiedzy procesami nazywamy silng bisymulacjq,
jesli dla kazdej pary (P, Q) € R, Va € Act,

(i) PP — 3Q tie Q-5Q i (P,Q)ER
(i) Q-5 Q = 3IP' tze PP i (P,Q)€ER.

Uzywamy okresdlenia silna bisymulacja dla odréznienia od stabej bisymulacji, ktéra
zdefiniujemy w nastepnym rozdziale. Zanim to jednak nastapi, bedziemy czasem
pisacé krotko bisymulacja.

Cwiczenie 48 Znajd? relacje bisymulacji pomiedzy specyfikacja semafora ogdlnego Sem,,(0) a jego

implementacjg Sem|. .. |Sem, dla matych n:
—_——

n razy
def def

Sem,(0) = P.Sem,(1) Sem = P.V.Sem

Sem, (i) = P.Sem,(i+1)+ V.Sem,(i—1) dla 1<i<n—1

def

Sem,(n) = V.Sem,(n—1)

Fakt 15 Jesli R, R oraz R;, dla i € I, sq silnymi bisymulacjami, to

(i) relacja identycznosci = (iii) R'oR
(i) R (i) |JR
i€l

5q nimi tez.
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Definicja 16 Procesy P i Q) sq silnie réwnowazne, ozn. P ~ Q, jesli (P,Q) € R
dla pewnej bisymulacji R.

Innymi stowy, silna réwnowaznosé ~ jest suma wszystkich bisymulacji:
~ = U R
R silna bisymulacja
Relacje ~ bedziemy nazywac tez silng réwnowaznoscig bisymulacyjng.
Uwaga 17 Mimo iz implicite rozwazamy tu tylko graf tranzycyjny procesow z jezyka
podstawowego, tatwo widaé, Ze definicja bisymulacyi, o zatem réwniez silnej réwno-
waznosci, ma sens dla dowolnego innego grafu tranzycyjnego.

Fakt 18
(1) ~ jest najwiekszq silng bisymulacjg

(15) ~ jest réwnowaznoscig
Cwiczenie 49 Udowodnij fakty 15 i 18.
Fakt 19 Zachodzi réwnowaznosé (20).

Dowo6d: Niech ~ ' oznacza relacje t.ze P ~'Q wtw. gdy procesy P i Q Spelnlal]a5
warunek ujety w ramce w (20) Nalezy pokazaé¢ réwnoéé¢ dwoch relacji: ~ = ~ 7.
Po pierwsze, mamy ~ C ~ ' poniewaz ~ jest silng bisymulacja. Po wtore, mamy
rowniez ~' C ~ poniewaz ~ ' jest rowniez silng bisymulacjg a ~ jest najwieksza
silna bisymulacja. O

Cwiczenie 50 Pokaz, iz relacja ~ ' uzyta w dowodzie faktu 19 jest rzecaywiscie silng bisymulacig.
Fakt 20 ~ jest najwiekszq relacjq spetniajgcg (20).
Dowod: Kazda relacja R spelniajaca (20) jest bisymulacja, a zatem R C ~ . O

Oczywiscie ~ nie jest jeszcze réwnowaznoscia semantyczng = obiecywana w
poprzednich rozdziatach. Podstawowa przyczyna jest fakt, iz traktuje ona zdarzenie
7 tak jak wszystkie inne. W zwiazku z tym bez watpienia ~ nie spelnia praw (1)
~ (73) 7 rozdziatu 3, np.

a.r.P » aP
Rozwazamy najpierw ~ , zanim przejdziemy do = z dwéch powodéw. Po pierw-
sze, spelnia ona wszystkie pozostate prawa z rozdziatu 3. Zatem silna réwnowaznosé
uwzglednia wszystkie aspekty semantyczne proceséw z wyjatkiem zdarzenia nieob-
serwowalnego 7. Po drugie, ~ jest prostsza, a = definiuje si¢ w duzym stopniu
podobnie jak ~ .
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Cwiczenie 51 Wybierz jedno z praw statycznych i jedno z praw dynamicznych i pokaz, ze ~ je
spetnia. (Wskazowka: podobnie jak w dowodzie faktu 2/.)

Cwiczenie 52 Przez indukcje po n pokaz, ze okrojona wersja prawa ekspansji zachodzi dla ~ :
Pl...\P, ~ Y A{a(P]..|P...|P) : PP} +

l 1 . .
> A rPi]...|P]|...|P}|...|P,) : P, —> P/, Pj — P},i<j}.

Cwiczenie 53 Relacje R nazwijmy s-bisymulacjg jesli R jest symetryczna oraz dla kazdej pary
(P,Q) € R, Va € Act,

PS5 P — 3Q tie Q-5Q i (P,Q)ER.

Zaoszczedzilismy polowe definicji bisymulacyi. Czy kazda s-bisymulacja jest bisymu-
lacjg? Czy kazda bisymulacja jest s-bisymulacjg. Czy réwnowaznosé bisymulacyjna
pokrywa sie z rownowaznoscig s-bisymulacying, tzn. czy zachodzi:

( U rR) = (U RB)?

R silna bisymulacja R s-bisymulacja

4.2 7 dokladnoscia do ~

Aby wykazac, iz para procesow jest silnie rownowazne, wystarczy wskazac (jakakol-
wiek) bisymulacje zawierajaca te pare. Zatem pojecie bisymulacji daje nam automa-
tycznie metode dowodzenia réwnowaznosci. Niestety, nie zawsze tatwo jest odgadnaé
te wlasciwa relacje bisymulacji. Innym problemem jest rozmiar relacji. Na przyktad
Czytelnik, ktory rozwigzal ¢wiczenie 48 zauwazyl zapewne, ze wraz ze wzrostem n
rozmiar bisymulacji rosnie gwaltownie. Ponizej przedstawiamy modyfikacje defini-
cji 14 pozwalajaca ograniczy¢ w znacznym stopniu rozmiar relacji, a wiec prowadzaca,
do bardziej efektywnej techniki dowodowej:

Definicja 21 Relacje binarng R pomiedzy procesami nazywamy
silng bisymulacjq z doktadnosciq do ~ |, jesli dla kazdej pary (P, Q) € R, Ya € Act,

(i) PS5 P — 3Q tie Q—=Q i (P,Q)€ ~oRo~
(1)) Q ——Q = 3P tze PP i (P,Q)€e ~oRo~
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Jedyna roznica wzgledem definicji 14 to ostabienie wymogu co do pary (P’, Q).
Tutaj wystarczy, jesli (P',Q') € ~ oRo ~ , czyli dla pewnych P" Q" P' ~ P",
(P", Q") e RiQ" ~ Q. Mozemy to przedstawic tak:

/ X
P/ ~ P// R Q” ~ QI

Cwiczenie 54 Znajdz jak najmniejszq bisymulacje z doktadnoscig do ~ dla pary proceséw z éwi-
czenia 48.

We wniosku 23 ponizej pokazemy, iz za pomoca bisymulacji z doktadnosciag do ~
mozemy pokaza¢ doktadnie to samo, co za pomoca bisymulacji, mianowicie silng
rownowazno$¢ procesow. Zatem obydwie metody dowodowe sa sobie rownowazne.

Lemat 22 Jesli R jest silng bisymulacjg z doktadnoscig do ~ , to ~ oRo ~ jest
silng bisymulacyg.

Dowd6d: Aby dowiesc ze ~ oRo ~ jest silna bisymulacja, korzystamy (dwukrotnie)
z faktu iz ~ jest bisymulacja oraz z tego, ze R jest bisymulacja z doktadno$cia do

P ~ P1 R Ql ~ Q
ST NN
Pl ~ PIII ~ Pll R Q// ~ QIII ~ Ql
Ale ~on~ C ~  wiec (P',Q') € ~ oRo ~ . O

Cwiczenie 55 Pokaz, ze zachodzi réwniez implikacja przeciwna: jesli ~ oRo ~ jest silng bisy-
mulacjg, to R jest silng bisymulacjg z doktadnoscig do ~ .

Whiosek 23 Jesli R jest silng bisymulacjg z doktadnoscig do ~ , to RC ~ .

Dowéd: Poniewaz = C ~, mamy R = (=ZoRo=) C ~oRo~. Az
poprzedniego faktu, ~ oRo ~ C ~ . O
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4.3 Kongruencja
Silna réwnowaznos¢ jest kongruencja wzgledem wszystkich operatorow.
Fakt 24 Jesli P ~ Q, P' ~ Q' oraz P; ~ Q;, dla i € I, to:

(1) a.P ~ a.Q (13i) P\L ~ Q\L

(@) D, P~ D @ (iv) PIf] ~ QIf]

(v) PIP" ~ QI
Dowoéd: Punkty (i) i (i4) mozna pokaza¢ bezposrednio z (20). Aby udowodnic¢
punkt (v) wystarczy zauwazy¢, iz relacja
{(PIP,QIQ"): P ~Q,P' ~Q'}
jest silng bisymulacja.
Cwiczenie 56 Pokaz, ze faktycznie tak jest.

Punkty (i%¢) i (1v) podobnie do (v). O

Dzieki temu, ze ~ jest kongruencja, mozemy swobodnie przeksztalca¢ wyrazenia
procesowe zastepujac podwyrazenie innym silnie mu réwnowaznym. Chcieliby$my
posiadaé¢ réwniez podobna swobode w odniesieniu do przeksztatcania wyrazen defi-
niujgcych stale procesowe. Ale w tym celu musimy udowodni¢, ze zmieniajgc prawa
strone réwnania definiujacego stala nie zmieniamy znaczenia tej staltej; np. state
okreslone przez ponizsze dwie definicje powinny by¢ silnie réwnowazne:

def

A = 0.0+ a.(Alc.0)
def

B = a.(c.0|B)+0+5.0

Definicja 25 Przez fv(E) oznaczamy 2bidr wszystkich zmiennych wystepujacych w
E. Zatozmy, ze tv(E),fv(F) C X. Mdéwimy, ze wyrazenia E, F' sq silnie réwno-
wazne, ozn. B ~ F, jesli dla kazdego zbioru proceséw P (indeksowanego tym samym
zbiorem co X ), E{P/X} ~ F{P/X}.

Twierdzenie 26 Niech fv(E),fv(F) C {X}. Jesl
A ¥ EB{A/X)

B ¥ F{B/X}
E~F

to A ~ B.

Dowéd: ... O
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Fakt 24 (by¢ moze z wyjatkiem punktu (i7)) wynika ze znacznie ogolniejszego twier-
dzenia:

Twierdzenie 27 Rozwazmy dowolny jezyk opisu proceséw, zawierajgcy pewng liczbe
operatorow. Zatozmy, iz wszystkie operatory sq zdefiniowane wytgcznie przy pomocy
requt nastepujacej postaci:

{(X; S X':iel
op(Xi,...,.Xp) = FE

gdzie n jest arnosciq operatora op, I C {1,...,n}, zmienne X;, Y; sq parami rézne,
tv(E) C{X;:i¢ I} U{Y;:i € I} oraz Zadna zmienna nie wystepuje wiecej niz raz
wE. Witedy ~ jest kongruencjqg wzgledem wszystkich operatorow jezyka.

Cwiczenie 57 Udowodnij twierdzenie 27.

4.4 Jednoznaczno$é¢ rozwigzan ukladéw réwnan

Definicja 28 Zmienna X jest stabo strzezona w wyrazeniu E jesli kazde wystgpienie
X w E jest wewngtrz pewnego podwyrazenia o.E' w E.

Na przyktad, X jest stabo strzezona w 7.X. Ponizsze twierdzenie udowodnimy
pozZniej:

Twierdzenie 29 (jednoznacznos$é rozwigzan wzgledem ~ )

o Jesli A = E{A/X} to A ~ E{A/X}.

def

e Rozwazmy uktad réwnan A; = El{:A/)N(}, indeksowany przez i € 1. Zakla-
damy iz zmienne pojawiajgce sie w wyrazeniach E; nalezq do zbioru {X; : j € I}
oraz ze zmienna X; jest stabo strzezona w Ej, dla kazdego i,5 € 1. Jesli
P ~ E{P/X} oraz Q ~ E{Q/X}, to P ~ Q.

Jak widaé, dla ~ wystarcza stabsze zatozenia niz dla = w rozdziale 3.2.
Dowéd: ... O

4.5 Najwiekszy punkt staly

Przypomnijmy sobie réwnowazno$¢ (20). W rzeczywistodci napisane tam jest, iz~
jest najwiekszym punktem stalym pewnego przeksztalcenia. Oto szczegdly:
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Definicja 30 Niech F bedzie przeksztatceniem w zbiorze relacyi binarnych pomiedzy
procesami. Dla takiej relacji R, niech relacja F(R) bedzie okreslona nastepujgco:
(P, Q) € F(R) wtw. gdy

Va € Act,
(i) PP — 3Q tie Q--Q i (P,Q)eER
(i) Q- Q = 3IP' tze PP i (P,Q)eER

Fakt 31

(i) F jest monotoniczna.

(i1) R jest silng bisymulacje wiw. gdy R C F(R).

Ponizsze twierdzenie jest w istocie innym sformultowaniem faktéw 19 oraz 20 a jego
dowdd jest rowniez identyczny jak dowody wspomnianych faktéow. Podstawowym
pozytkiem z definicji 30 oraz twierdzenia 32 jest znacznie wieksza czytelnosc.

Twierdzenie 32 Silna réwnowaznosé jest najwickszym punktem statym F.
Dowo6d: Wiemy, ze ~ jest silna bisymulacja, czyli
~ CF(~). (21)

Poniewaz F jest monotoniczna, F( ~ ) C F(F( ~ )), tzn. F( ~ ) jest rowniez bisy-
mulacja. Ale ~ jest przeciez najwieksza bisymulacja, zatem F( ~ ) C ~ . Czyli
pokazalismy ~ = F( ~).

Tak naprawde to wcale nie musimy korzystac z (21). Albo mozemy wykazaé (21),
poniewaz na podstawie definicji silnej réwnowaznosci wiemy, iz

~ = J{rR: RC 7 (R)}. (22)
W tym celu wezmy dowolna relacje R ze zbioru powyzej, tzn. taka, ze R C F(R)
(czyli, inaczej mowiac, dowolng bisymulacje). Na podstawie (22) mamy R C ~ |

zatem F(R) C F( ~ ). Wnioskujemy wiec, ze R C F( ~ ). A poniewaz R byta
wybrana dowolnie, mamy J{R: R C F(R)} CF(~ ), czyli ~ CF(~). 0
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Uwazny Cazytelnik z pewnoscia zauwazyl, ze niepotrzebny byl trud dowodzenia po-
wyzszego twierdzenia, poniewaz jest ono szczegbélnym przypadkiem sytuacji rozwaza-
nej w twierdzeniu Knastera-Tarskiego o punkcie stalym w kracie zupetlnej. Co wiecej,
dowdd twierdzenia 32 dziata dla dowolnej kraty zupelnej, gdyz nie odwolujemy sie
w nim do zadnych specyficznych wtasnosci naszych relacji.

Twierdzenie 33 (Knaster-Tarski) Kazda funkcja monotoniczna f : X — X w
kracie zupetnej (X, C) posiada najwiekszy punkt staty, rowny kresowi gérnemu

|_|{:1: €eX:zC f(z)}.

Cwiczenie 58 Tuak naprawde to jest to twierdzenie dualne do twierdzenia Knastera- Tarskiego, mo-
wigcego o najmniejszym punkcie statym réwnym kresowi dolnemu zbioru {z € X :
f(z) C z}. Uzasadnij, dlaczego obydwa twierdzenia sq sobie réwnowazne.

4.6 Indukcja a koindukcja

Metode dowodzenia za pomocg bisymulacji nazywamy koindukcjg. Czy jest ona fak-
tycznie dualna do znanej nam dobrze indukcji? Tak! Sprobujmy to jako$ uzasadnic,
wykorzystujac dualnosé pomiedzy najmniejszym a najwickszym punktem stalym.
Zasada koindukcji jest nastepujaca: aby pokazaé réwnowaznos$¢ dwoch procesow,
znajdz bisymulacje, ktora zawiera te pare. Zatem zbiér par, o ktérych mozemy
pokazaé, ze sg rOwnowazne, to najwieksza relacja R taka, ze

R C F(R),

dla F z poprzedniego rozdziatu.

Popatrzmy teraz na indukcje, na prostym przyktadzie. Rozwazmy relacje row-
nowaznosci skonczonych list zawierajacych liczby naturalne, okreslona nastepujaco:
dwie listy sa rownowazne, jesli sa rownej dtugodci a ich, pierwsze, drugie, ..., itd.
elementy przystaja modulo 7. Oczywiscie, réwnowaznosci tej mozna dowiesé induk-
cyjnie: listy sa rownowazne albo gdy obydwie sa puste albo gdy obydwie sa niepuste,
ich glowy przystaja modulo 7 oraz ich ogony sa rownowazne. Relacja ta jest naj-
mmniejszym punktem stalym pewnego operatora G okreSlonego jak nastepuje. Dla
relacji binarnej R zawierajacej pary list,

e G(R) zawiera zawsze pare list pustych, (NIL,NIL) € G(R), niezalezne od R;

e jesli R zawiera pare list postaci (z,y) oraz m i m przystaja modulo 7, to
(coNs(n, z), cONS(m,y)) € G(R).
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G(R) = {(NIL,NIL)} U
{(cons(n,z),coNs(m,y)) : (z,y) € R oraz n i m przystaja modulo 7}.

Relacja réwnowaznodci, ktoérg rozwazamy, to najmniejsza R taka, ze
G(R) C R.

Dla lepszego poréwnania indukcji i koindukcji, rozwazmy listy nieskonczone oraz
zaadaptujmy rozwazang relacje rownowaznosci. Teraz rozumowanie indukcyjne za-
wodzi, ale mozna dowie$¢ naszej rownowaznosci koindukcyjnie. Okazuje sie, ze teraz
nasza relacja rownowaznoéci to najwiekszy punkt staly pewnego operatora F; lub
innymi stowy, najwieksza R taka, ze

R C F(R).
Operator F definiujemy teraz podobnie do G:
F(R) = {(cons(n,z),coNs(m,y)) : (z,y) € R oraz n i m przystaja modulo 7}.

Cwiczenie 59 Rozwaz zbidr wszystkich list skoriczonych i nieskoriczonych. Zdefiniuj operator F
taki, ze rownowaznosé list jest jego najwickszym punktem statym.
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5 Slaba réwnowaznos$é¢ bisymulacyjna

Pojecia stabej bisymulacji, stabej réwnowaznosci, stabej bisymulacji z doktadnoscia
do stabej rownowaznosci, itp. sa analogiczne do swoich silnych odpowiednikow, z ta
roznica, iz oparte one sg o inng relacje tranzycji. Zamiast tranzycji — bedziemy
teraz uzywaé == oraz =t , | € L, zdefiniowanych nastepujaco:

Mozna jednolicie wyrazi¢ obydwie relacje nastepujaco:
Definicja 34 Dia t =y ..., € Act*, P =4 p' jesli
Dla t € Act™, niech T oznacza cigg t, z ktdorego usunieto wizystkie wystgpienia T.

Powiemy, ze P' jest stabym t-potomkiem procesu P jesli P =4 p.

Zauwazmy, iz obydwie relacje wspomniane powyzej, = oraz == , sa szczeg6olnymi

przypadkami relacji P == P’, dla o € Act. Mamy zatem, dla ¢ € Act*, trzy relacje:
t t 0
— ¢ = ¢ =.
Dla pierwszej z nich, ¢ okresla doktadnie ile zdarzeri T ma mieé¢ miejsce. Dla drugiej,
t specyfikuje ile co najmniej T ma sie odby¢. W przypadku trzeciej, nic nie wiadomo

o liczbie .

Definicja 35 Relacje binarng R pomiedzy procesami nazywamy stabg bisymulacjq,
jesli dla kazdej pary (P, Q) € R, Va € Act,

() PP = 3Q tie Q=% Q i (P,Q)eR
(@) Q- Q = 3P tie PSP i (P,Q)€cR
Cwiczenie 60 Znajds stabg bisymulacje pomiedzy procesami:

“Q PEANEDY

By —= By 0——= A —— A

ALY N

b b
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Bedziemy czasem pisaé krotko bisymulacja majac na mysli stabg bisymulacje. Kilka
ponizszych faktoéw i definicji jest zupelnie analogicznych do faktoéw i definicji z po-
przedniego rozdziatu. Tym niemniej, dowody nie zawsze sg zupelie identyczne.

Fakt 36 Jesli R, R' oraz R;, dla i € I, sq stabymi bisymulacjams, to

(i) relacja identycznosci = (iii) R'oR
(i) R (i) |JR
i€l

sq nims tez.
Cwiczenie 61 Udowodnij punkt (iii). (Wskazéwka: ¢éwiczenie 66.)

Definicja 37 Procesy P i Q sq stabo réwnowazne, ozn. P = Q, jesli (P,Q) € R,
dla pewnej stabej bisymulacyi R.

Innymi stowy, staba réwnowaznos¢ = jest suma wszystkich bisymulacji:

~ = U R

R slaba bisymulacja
Relacje = bedziemy nazywac tez stabg réownowaznoscig bisymulacyjng.
Cwiczenie 62 Udowodnij, ze

(1) = jest najwickszq stabg bisymulacjq

(15) = jest réwnowaznoscig.
Cwiczenie 63 Znajd? najmniejszq stabg bisymulacje zawierajgcq wszystkie pary postaci (P, T.P).
Cwiczenie 64 Udowodnij fakt analogiczny do (20) z poprzedniego rozdziatu:

Va € Act,
PrQ wh gdy (i) P-5P = 3Q tie Q=>qQ i P'~@Q
() Q-5 Q = 3P tie P=P i P ~(

Cwiczenie 65 Czy staba réwnowazinosé jest réwniez najwickszym punktem stalym pewnego prze-
ksztatcenia F 7
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Cwiczenie 66 Uzasadnij, ze R jest bisymulacjg wtw. gdy dla kazdej pary (P,Q) € R, Ya € Act,
() P=% P = 3Q tze Q=>Q i (P,Q)€R
(i) Q=2 Q = 3P tie P=%P i (P,Q)€cR
Czyli powyzszy ,usymetryczniony” warunek mozna réwnowaznie przyjaé za defini-
cje bisymulacji, zamiast definicji 35. Podstawowa roznica miedzy nimi jest taka,

ze warunek uzyty w definicji 35 jest znacznie tatwiejszy do sprawdzenia, podczas
dowodzenia réwnowazno$ci proceséw za pomoca bisymulacji.

Cwiczenie 67 Rozwaz ponownie dwie réwnowazne definicje bisymulacyi, ale po zastgpieniu zdarze-
nia « przez skoriczony cigg zdarzen t. Czy dwie nowe definicje sq rowniez rowno-
wazne definicji 357

Jak wynika z ¢wiczenia 63, = nie jest z pewno$cia poszukiwang przez nas réwnoscia
semantyczna =, gdyz w ogblnosci P # 7.P. Co wiecej, =~ nie jest kongruencja, gdyz
a0 = 1.a.0ale a.0+b0 % 7.a.0+0.0.

Cwiczenie 68 Pokaz ostatnig nierdwnowaznosé.
Staba réwnowaznos¢ utozsamia zbyt wiele par proceséw, mamy zatem:
~ C=¢C =. (23)

Tym niemniej, relacja = jest juz bardzo blisko semantycznej réwnosci. Oto kilka
argumentow.

Definicja 38 P jest stabilny jesli nie ma T-potomkéw (ozn. P - ).
Fakt 39 P~ @ — P =Q, o ile P i Q) sq stabilne.

Fakt ten ma kluczowe znaczenie dla dowodzenia réwnosci proceséw. Potwierdza
on, iz staba bisymulacja jest poprawng metoda dowodzenia réwnosci proceséw: za-
miast dowodzi¢ P = @, w praktyce wystarczy rozwazy¢ start.P = start.QQ (czyli
zakltadamy, iz dziatanie systemu rozpoczyna sie od dodatkowego zdarzenia start ¢
L(P)UL(Q)), a ta ostatnia para jest stabilna.

Fakt 40 Jesli P ~ Q, P' = Q' oraz P; = Q;, dla i € I, to:
(i) a.P ~ a.Q (iii) P\L ~ Q\L
(12) ZieIQI-Pi ~ Zielal-Qi (iv) P[f] = Q[f]
(v) PIP" = Q|

Q
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Jedyna réznica wzgledem analogicznego faktu dla silnej réwnowaznosci to ogranicze-
nie sie w punkcie (i7) do sum stabo strzezonych; w szczegblnosci a; moze by¢ rowne
7. 7 faktu 40 wynika, ze =~ jest kongruencja, gdy uzywamy jedynie sum stabo
strzezonych, co w praktyce jest zupelnie wystarczajace.

Cwiczenie 69 Udowodnij fakt 40.

Jako ostatni argument przemawiajacy za bliskoscia = i ~ wspomnijmy, ze punkt
(i) mozna wzmocnié¢ nastepujaco:

Fakt 41 Jesli P = @, to a.P = a.Q).

Dowody faktow 39 oraz 41 podamy p6zniej, gdy poznamy definicje réwnosci seman-
tycznej. Zanim jg jednak podamy, zajmiemy sie analizg kilku przyktadéw praktycz-
nych, ilustrujacych przede wszystkim uzycie bisymulacji do dowodzenia poprawnosci.
Nasza dotychczasowa wiedza jest w zupetnosci wystarczajaca, gdyz dzieki faktowi 39
bedziemy mogli nie odr6znia¢ = od = .

5.1 Z dokladno$ciag do =~

Podobnie jak w przypadku silnej bisymulacji, chcemy usprawnié¢ nieco naszg metode
dowodowa tak, aby dla wykazania P ~ () wystarczylo znalez¢ jak najmniejsza relacje
zawierajaca pare (P, Q). Oto naturalna adaptacja definicji z poprzedniego rozdziatu.

Definicja 42 Relacje binarng R pomiedzy procesami nazwiemy
stabg bisymulacjq z doktadnoscig do = , jesli dla kazdej pary (P, Q) € R, Va € Act,

() PP = 3Q tie Q=% Q' i (P',Q')€ ~ oRo ~
(i) Q-2 Q = 3P tie P=3P i (P,Q)€ ~oRo~

Czytelnik znudzony kolejna z pozoru oczywista wariacja na temat bisymulacji za-
pewne jest stuprocentowo pewien, ze zachodzi:

Fakt 43 Jesli R jest stabg bisymulacjg z doktadnoscig do =~ , to =~ oRo =~ jest
stabg bisymulacjg. (A zatem RC =~ .)

Cwiczenie 70 Sprobuj udowodnicé powyzszy fakt, zwracajac baczng uwage na szczegoty.

Dlaczego wymagamy od czytelnika zmudnego dowodzenia oczywistego faktu? Dla-
tego, iz w rzeczywistosci jednak fakt 43 nie zachodzi!
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Cwiczenie 71 Sprébuj wykazaé, e fakt 43 nie zachodzi. Rozwaz o = T oraz pare proceséw po-
staci (1.P,0), dla pewnego P. Znajdz relacje R zawierajgcq te pare takqg, ze R jest
bisymulacjg z doktadnosciq do =~ , a mimo to R ¢ =~ .

Caty problem znika, gdy oprzemy pojecie bisymulacji z doktadno$cia do =~ na
symetrycznej wersji bisymulacji, rozwazanej w ¢wiczeniu 66. Ale wtedy sprawdzenie,
ze dana relacja jest bisymulacja z doktadno$cia do = jest zbyt kosztowne!
Jednym ze sposobow rozwiazania problemu jest ograniczenie sie do relacji R
spelniajacych nastepujacy warunek: dla kazdej pary (P, Q) € R, Va € Act,

() PP = 3Q tie Q=2 Q i (P',Q)€ ~oRo~ -
(1) Q% Q = 3P tse P=% P' i (P',Q') € ~ oRo ~

Np. rozwazmy relacje zawierajaca tylko jedna pare (7.4.0,0), bedaca jednym z
rozwigzan ostatniego ¢wiczenia, i zauwazmy, iz zostala ona wyeliminowana przez
powyzszy warunek. Niestety, wyeliminowaliSmy za duzo, i w praktyce relacje spet-
niajace (24) nie wystarczaja (tak jest np. w przyktadzie specyfikacji i implementacji
systemu Zarzadca).

Wybierzemy inne rozwiazanie problemu bisymulacji z doktadnoscig do = , oparte
na pojeciu pre-bisymulacji. Roézni sie ona od stabej bisymulacji tylko tym, ze bie-
rze w pewien spos6éb pod uwage liczbe zdarzen 7 wykonanych przez procesy: jesli
para (P,Q) jest w relacji pre-bisymulacji, to zawsze proces (Q ma prawo wykonac
co nagjmniej tyle zdarzen 7 co proces P, i vice versa, proces P ma prawo wykonaé
co najwyzej tyle 7 co ). pre-bisymulacja jest w praktyce zupelnie wystarczajaca
dla wykazania poprawnosci implementacji wzgledem specyfikacji, gdyz w przewaza-
jacej liczbie przypadkéw implementacja wykonuje znacznie wiecej T niz specyfikacja.
Przypomnijmy, iz dowodzenie poprawnosci odbywa sie zwykle nastepujaco: i specy-
fikacje i implementacje wyrazamy jako procesy, Imp i Spec, odpowiednio. Nastepnie
implementacje Imp uwaza sie za poprawna, gdy

Spec =~ Imp.
Oto precyzyjna definicja nowego pojecia:

Definicja 44 Relacje binarng R pomiedzy procesami nazywamy pre-bisymulacjq, je-
§li dla kazdej pary (P, Q) € R, Va € Act,

(Z) Pl}Pl — HQI t.ze Q:a>Ql i (P,,QI)ER
(17) Q&QI = AP’ t.ze (Pi>P’ lub P&P') i (PI,QI)ER.

Mowimy, ze procesy P,Q sq w relacji pre-porzqdku pre-bisymulacyjnego, ozn. PSQ,
jesli (P, Q) nalezy do pewnej pre-bisymulacyi.
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Cwiczenie 72 Pokaz, ze relacja S Jest pre-porzqdkiem (zwrotna i przechodnia) oraz, Ze jest zacho-
wana przez wszystkie operatory z wyjgtkiem wyboru.

Oczywiscie:
~Y
-

AN

C =.
=

A nawet wiecej: kazda silna bisymulacja jest pre-bisymulacja, a ta jest staba bisy-
mulacja.

Zaleta pre-bisymulacji w poréwnaniu do stabej bisymulacji jest to, ze pozwala ona
zdefiniowaé pre-bisymulacje z doktadnoscig do < w taki sposob, by metoda dowodowa
oparta na niej byta poprawna (wzgledem ), patrz wniosek 47 ponizej.

Definicja 45 Relacje binarng R pomiedzy procesami nazywamy
pre-bisymulacjq z doktadnosciq do 3, jesli dla kazdej pary (P,Q) € R, Vo € Act,

(i) PP = 3Q tze Q==Q" i (P',Q') € ~ oRog
(i) Q-5 Q = 3P tie (P-5P b P-5P) i (P,Q)€ SoRoS
Lemat 46 Jesli R jest pre-bisymulacjq z doktadnoscig do S, to JoRog jest pre-
bisymulacyq.
Cwiczenie 73 Udowodnij lemat.
Whiosek 47 Jesli R jest pre-bisymulacjq z doktadnoscig do 3, to R C 5.

Cwiczenie 74 Czy jesli P =~ Q, to L(P) = L(Q) ? Czy jesli P ~ Q, to L(P) = L(Q) ?
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6 Roéwnowaznos$é obserwacyjna

W tym rozdziale zajmiemy sie relacja = , ktora bedziemy nazywac roéznie: réwnosé
semantyczna, rownowaznos$¢ obserwacyjna, kongruencja obserwacyjna, itd. Jedyny
problem z = to fakt, ze nie jest ona kongruencja (wzgledem 4+ ), zatem nasza
intencja jest, aby = byta najwieksza kongruencja zawarta w =~ . Definicja jest
jednak inna i niesie wiecej informacji:

Definicja 48 P = @ jesli dla kazdego o € Act,
(i) PP = 3Q tie Q=Q" i P'=Q
(i) Q- Q = 3P tie P=P i P'=Q.
Cwiczenie 75 Na podstawie definicji dowiedz inkluzji (23) wspomnianych w poprzednim rozdziale.
Cwiczenie 76 Bezposrednio z definicji wykaz, ze zachodzq prawa (1) — (73) 2z rozdziatu 3.

Oczywiscie P # 7.P w ogoélnosci. Zachodzi natomiast ponizszy fakt, pokazujacy
chyba najlepiej bliskosé¢ relacji = i = :

Fakt 49 P =~ Q witw. gdy P = Q lub P = 7.QQ lub 7.P = Q.

Dowod: <—: = C ~.
= 3 przypadki:

(i) P - P' = @Q, dla pewnego P'. Wtedy P = 7.Q.
(ii) Symetrycznie: Q@ — Q' ~ P, dla pewnego Q'. Wtedy 7.P = Q.
(iii) Wpp. P = Q.

|

Latwo widaé, bezposrednio z definicji, ze fakty 39 i 41 z poprzedniego rozdziatu sa
prawdziwe.

Przypomnijmy, iz mamy jednoznacznosé rozwigzan, sformutowang w twierdze-
niu 5 w rozdziale 3. Dowdd tego twierdzenia pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wi-
czenie.
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6.1 Kongruencja

Fakt 50 P = Q wtw. gdy dla kazdego procesu R, P + R =~ Q) + R, przy zaltozeniu,
ze istnieje | € L t. ze l ¢ L(P) U L(Q).

Dowo6d: = Relacja {(P+ R,Q + R) : P = Q} U = jest staba bisymulacja.

—=: Zalozmy, ze P # Q, czyli dla pewnych ai P/, mamy P — P’ i dla kazdego Q’,
jesli Q == @', to P' % Q'. Musimy wskaza¢ R taki, 2 P+R#Q+R. Gdy a =7,
wystarczy R = 0. Wpp. niech R = [.0. Powinniémy pokazac, ze jesli Q + R = @',
dla jakiegos @', to P £ Q. Jesli Q' = Q + R, to oczywiscie P' £ @', bo Q' ma
I-potomka, a P’ nie. Wpp. Q + R == @', zatem Q == Q' i znow P’ # Q. O

Zalozenie, ze istnieje | € L t. ze | ¢ L(P)U L(Q), mozna w rzeczywistosci pominac.
Ponizej bedziemy uzywaé faktu 50 tak, jakby zachodzil bez tego zalozenia.

Fakt 51 = jest kongruencjg wzgledem wszystkich operatordw.
Cwiczenie 77 Korzystajoc z faktu 50 dowieds, ¢ P+ R = Q + R gdy P = Q.
Cwiczenie 78 Korzystajoc z faktu 50 wykaz, e = jest najwieksza kongruencjg zawarte w = .

Tak jak dla silnej réwnowaznosci, chcielibysmy posiada¢ swobode przeksztalcania
wyrazenia definiujacego stata procesows na inne, obserwacyjnie rownowazne. Ale
w tym celu musimy udowodnié, ze zmieniajac wyrazenie definiujace stata nie zmie-
niamy znaczenia tej statej. Twierdzenie 53 ponizej jest analogiczne do twierdzenia 26
z rozdzialu 4.

Definicja 52 Niech E, F bedqg wyrazeniami, t ze fv(E),fv(F) C X. Mowimy, ze E
1 F' sq obserwacyjnie rownowazne, ozn. E = F, jesli dla kazdego zbioru procesow P

E{P/X} = F{P/X}.

Twierdzenie 53 Niech fv(E),fv(F) C {X}. Jesl

A Y B{A/X)
B ¥ F{B/X}
E=F
to A = B.
Dowod: ... O
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7 Nierozstrzygalno$é ré6wnowaznosci procesow

W tym rozdziale ograniczamy nieco jezyk, pozwalajac tylko na skoniczona sume;
rownowaznie mowigc, mamy tylko binarng sume 4+ . Pozwalamy rowniez tylko
na skoniczong liczbe stalych procesowych. Dzieki temu, wyrazenia procesowe sa
obiektami skonczonymi. Zaktadamy tez, ze zbiér nazw mogacych wystepowaé w
wyrazeniach procesowym jest skoniczony. Jezyk tak ograniczony nazwiemy Egy.

Mimo ograniczenia, rownowazno$¢ obserwacyjna (wraz z wszystkimi rownowaz-
nosciami bisymulacyjnymi, ktore poznalismy dotychczas) jest niestety nierozstrzy-
galna dla &, ! Pierwsza czes$¢ tego rozdziatu zawiera dowdd nierozstrzygalnosci.
Rownowaznosé obserwacyjna staje sie rozstrzygalna dla pewnych fragmentow jezyka
Efn, 0 Czym wspomnimy nastepnie.

7.1 Dowdd nierozstrzygalnosci

Zaczniemy od wprowadzenia dobrze znanego problemu nierozstrzygalnego, ktéry na-
stepnie zredukujemy do problemu réwnowaznosci procesow.

Definicja 54 Maszyng 2-licznikowq nazywamy program sktadajgcy sie z m instruk-
cyi, etykietowanych by, ... ly:

l1 : instr;

ljn—1 @ instr,,_1
[, : halt

Instrukcje instry...instr,, 1 operujg na dwdch zmiennych (licznikach) ci,co o
wartosciach naturalnych. Kazda z nich nalezy do jednego z dwéch typow:

typ I : cj:=cj+1; goto I
typ II : if c¢; =0 then goto Iy,
else c; :=c; —1; goto I,

Dziatanie programu zaczyna sie od instrukcji 1y : instry, przy wartoSci obydwu
xmiennych rownych zero: ¢ = 0,co = 0. Mowimy, zZe maszyna zatrzymuje sie,
jesli sterowanie znajdzie sie po pewnej liczbie krokéw przy instrukcji l, : halt.

Definicja 55 Problem stopu dla maszyny 2-licznikowej definiuje sie nastepujgco:
dla danej maszyny 2-licznikowej M stwierdzié, czy maszyna ta sie zatrzymuge.
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Twierdzenie 56 Problem stopu dla maszyny 2-licznikowej jest nierozstrzygalny.

Zajmiemy sie teraz redukcja powyzszego problemu do nastepujacego: dla danych
dwoch proceséow P i @) stwierdzi¢, czy P = Q7 W tym celu musimy zasymulo-
waé wystarczajaco wiernie dziatanie maszyny M w procesie P lub @) lub obydwu.
Skoriczone sterowanie nie nastrecza zadnego ktopotu, natomiast cata trudno$c jest
w symulacji dziatania licznika. Spojrzmy na narzucajace sie rozwiazanie (i oznacza
inkrementacje, d dekrementacje a z test na zero):

AO d:ef i.Al + Z.Ag

A, oof i.Ay + d. Ay

A1 iAo+ dA,

Graf tranzycyjny procesu Ay wyglada nastepujaco:

z TN TN
G e
N N \,/
d d d

(25)

Oczywiscie jest ono nieakceptowalne, poniewaz nie nalezy ono do naszego jezyka &gy,
skoro wymaga nieskoriczonej liczby statych procesowych.

Drogi Czytelniku. Zanim przeczytasz ciag dalszy, sprobuj rozwigza¢ nastepujace
bardzo ciekawe i pouczajace ¢wiczenie:

Cwiczenie 79 Znajds proces symulujgcy dziatanie licznika (tzn. proces o grafie tranzycyjnym réw-
nowaznym obserwacyjnie grafowi (25)) , zdefiniowany przy pomocy skoticzonej liczby
statych procesowych. (Wystarczq 3 state procesowe.) Wskazéwka: proces

B ¥ i.(B|d.0)

jest juz prawie poprawnym rozwigzaniem. Brakuje tylko testu na zero ...
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Oto rozwiazanie:

7 ¥ 27+ i(Ala.Z)\a

def

A 430+ i.(B[b.A\D

def

B = d.0.0+i.(Ala.B)\a

Graf tranzycyjny procesu Z wyglada nastepujaco:

0 y/ ~ (0|2)\a =<——"—— (@.0|a.Z)\a
‘ d

1 (Ala.Z)\a ~  ((0]A)\bla.Z)\a =" ((5.0]b.A)\b|a.Z)\a
‘ d

2 ((B|b.A)\b|a.Z)\a
‘ d

3 (((Ala.B)\a|b.A)\b|a.Z)\a

Wartosci licznika réownej 0 odpowiada proces Z. Nastepnie kazda inkrementacja
polega na zastapieniu aktywnego procesu Z, A lub B przez wieksze podwyrazenie.
Formalnie, zdefiniujmy wyrazenia procesowe FEy, F1,... z jedng zmienna wolng X
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jak nastepuje:
EU =7
E, = (X|a.Z)\a
P E{ (X|b.A)\b / X }, gdy n nieparzyste
mh = E.{ (X|a.B)\a / X }, gdy n parzyste
Cwiczenie 80 Pokaz, ze relacja
{(An, En{B/X}) : n parzyste} U {(Ay, En{A/X}) : n nieparzyste}

jest pre-bisymulacjq z doktadnoscig do 5.

Twierdzenie 57 Nierozstrzygalny jest nastepujgcy problem: dla danych dwdch pro-
cesow P i Q stwierdzic, czy P ~ Q7

Dowéd: Redukcja problemu stopu dla maszyny 2-licznikowej. Dla danej maszyny 2-
licznikowej M zdefiniujemy pare proceséw Pps, Qns taka, ze maszyna M zatrzymuje
sie doktadnie wtedy i tylko wtedy, gdy Py = Qar. Proces Py sktada sie z trzech
komponentow:

PM = (Z[zl/z,zl/z,dl/d] | Z[ZZ/Z,ZQ/Z,dZ/d] | Sl)\{Z],ZJ,d] j: 1,2}

Pierwsze dwa to dwa liczniki o wartosci 0. Komponent S; odpowiada za skoniczone
sterowanie: stata procesowa S;, dla i = 1,...,m, bedzie oznaczaé, ze maszyna znaj-
duje sie przy instrukcji [; : instr;. State S;, dlaz =1,...,m—1, definiujemy zaleznie
od tego, do ktorego typu nalezy instrukcja instr;. Dla typu I:

a dla typu I1:
Natomiast dla ¢ = m mamy

Pozostaje tylko wskaza¢ drugi proces Qar. Ale poniewaz w Py zawarliémy juz pelna
informacje o dzialaniu M, w @3 musimy tylko uwzglednié¢ fakt, ze pytamy o to, czy
M sie zatrzymuje. Zatem niech

Qu = T, gdzieT ¥ 7.T.
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Zauwazmy, ze obydwa procesy Pps i Qs sa zdeterminowane w nastepujacym sensie:
kazdy potomek P’ kazdego z nich ma co najwyzej jedna tranzycje. Ponadto L(Pyy) =
L(Qnr) =0, tzn. wykonuja one tylko zdarzenie 7.
Zatozmy, ze maszyna M zatrzymuje sie po skonczonej liczbie krokéw. Wtedy dla
pewnego N mamy Py ( — )NP'i P! % . Czyli P' nie ma odpowiedzi na T — T.
Zalozmy przeciwnie, ze maszyna M nie zatrzymuje sie. Wtedy istnieje silna
bisymulacja pomiedzy Pas i Qar, ktorej znalezienie pozostawiamy Czytelnikowi. O

Pokazalismy nierozstrzygalnosé silnej réwnowaznosci. Natychmiastowym wnioskiem
jest nierozstrzygalnos¢ wszystkich innych poznanych dotychczas rownowaznosci:

Whniosek 58 Nierozstrzygalne sq réowniez nastepujgce dwa problem:
e dla danych dwdch proceséw P i Q stwierdzié, czy P = Q?
e dla danych dwdch proceséw P i Q stwierdzié, czy P = Q¢
Cwiczenie 81 Udowodnij wniosek 58.

Podsumujmy nasza wiedze na temat (nie)rozstrzygalnosci stabej i silnej rowno-
waznosci dla &gy 1 pewnych jego fragmentow:

| jezyk | ~ | -
Ern bez nierozstrzygalna | nierozstrzygalna
przemianowania _ [f]
BPP : &g, bez rozstrzygalna
przemianowania _ [f] PSPACE-trudna ?
i zakazu \L
procesy skoriczeniestanowe: P p
0, a. , 4+ , rekurencja

7.2 Kilka éwiczenn
Cwiczenie 82 Pokaz, ze P|1.Q = 7.P|Q.

Cwiczenie 83 Co by sie zmienito, gdyby definicje stabej réwnowaznosci bisymulacyjnej oprzeé¢ na
nieznacznie zmodyfikowanej definicyi stabej bisymulacyi:

Definicja 59 Relacje binarng R pomiedzy procesami nazywamy staba bisymulacja,
jesli dla kazdej pary (P, Q) € R, Va € Act,

(i) PP — 3Q tie Q=Q" i (P,Q)ER
(i) Q Q" = 3IP' tie P= P i (P',Q)€R.
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Jedyna réznica to zastgpienie relacji == przez == . Czyli nie pozwalamy na pustq
odpowied? w przypadku o = T.

Cwiczenie 84 Pokaz, ze powyzsza modyfikacja pocigga nastepujoce wtasnosé:
Px~Q, PP = 3Q tze Q-5Q i P ~Q,
przy zatozeniu, ze P i QQ majg skornczenie wiele T-potomkdw, tzn. 2zbiér {P' :
) RN P'} jest skoriczony i podobnie dla Q.
Czy zatem konsekwencja definicji 59 jest kolaps ~ = ~ 7

Cwiczenie 85 Pokas, 7e wcigi ~ # ~ .

Rozwazmy teraz inng mozliwa modyfikacje definicji stabej bisymulacji. Jak pa-
mietamy z rozdziatlu 5 (por. ¢wiczenie 66), definicje 35 mozna usymetryczni¢ naste-
pujaco:

Definicja 60 Relacje binarng R pomiedzy procesami nazywamy silng bisymulacjq,
jesli dla kazdej pary (P, Q) € R, ¥t € L*,

(i) P=-P = 3Q tie Q==Q" i (P',Q)€ER

(i) Q== Q = 3P tie PP i (P,Q)€ER.
Przypomnijmy, ze £ = Act \ {7}. Definicja 60 definiuje doktadnie te same relacje co
definicja 35 (por. ¢wiczenie 66).

Zastandéwmy sie nad modyfikacja, polegajaca na rozpatrzeniu tylko niepustych
ciagow t.

Definicja 61 Relacje binarng R pomiedzy procesami nazywamy silng bisymulacjg,
jesli dla kazdej pary (P,Q) € R, Vt € LT,

(i) P=-P = 3Q tie Q==Q" i (P',Q)€ER
(i) Q== Q = 3P tie PP i (P,Q)€ER.
mamy na przyktad: a.0 4+ 7.0 = a.0.

Cwiczenie 86 Pokaz, ze ~ mnie jest teraz kongruencjg wzgledem prefiksu i wzgledem ztozenia réw-
nolegtego.

Jak wida¢, znoéw konsekwencje zmian sa miazdzace. Wniosek: pojecie stabej bisymu-
lacji nie jest ad hoc, jest starannie wybrane, a niektére narzucajace sie alternatywy
do niczego sie nie nadaja.
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7.2.1 Symulacja

Definicja 62 Relacje binarng R pomiedzy procesami nazywamy silng symulacja, je-
§li dla kazdej pary (P, Q) € R, Va € Act,

() PS5 P — 3Q tze Q-—=Q i (P,Q)€R.
Niech 3 oznacza sume wszystkich silnych symulacyi:

<= U R

R silna symulacja

Cwiczenie 87 Pokaz, ze 3 jest pre-porzqdkiem, tzn. jest zwrotna i przechodnia, oraz ze jest

pre-kongruencjqg, tzn. jest zachowywana przez wszystkie operatory.

Niech ~ oznacza X N 3 -1 Relacje ~ nazywamy silng rownowazno$cig symu-
lacyjng.

Cwiczenie 88 Pokaz, e ~ jest kongruencjg.

Cwiczenie 89 Pokaz, e ~ C ~ . Tzn. wskaz pare proceséw, miedzy ktérymi sq dwie symulacje
(w dwie strony), ale nie ma bisymulacyi.

Cwiczenie 90 Udowodnij, ze R jest silng bisymulacjg wtw. gdy R oraz R~ sq silnymi symulacjams.

Definicja 63 Relacje binarng R pomiedzy procesami nazywamy stabg symulacjq, je-
§li dla kazdej pary (P, Q) € R, Va € Act,

() P-% P = 3Q tze Q=%qQ i (P,Q)cR

Niech 3 oznacza sume wszystkich stabych symulacgi:

— U R

R staba symulacja

ON
|

Cwiczenie 91 Czy wtasnosé wspomniana w éwiczeniu 90 zachodzi tez dla stabej bisymulacji i sy-
mulacyi?

~

Relacje stabej rownowaznosci symulacyjnej -1

[

definiujemy jako T N 3

Cwiczenie 92 Pokaz, ze < Jjest pre-kongruencjq ( a zatem = jest kongruencjqg).
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Cwiczenie 93 Rozwaz nastepujgcy przyktad:

def

A = abA

s ¥PVS

B ¥ a.P.b.V.B

A = A[f] i=1,2
B, < B[f] i=1,2,

gdzie fi(a) = aj, fi(b) = b;, dla i = 1,2. Pokaz, ze A1]As % (B1|B2|S)\{P, V}, ale
A1|A2 ~ (B1|B2|S)\{P, V}

Zatem ~ C =~ .

Cwiczenie 94 Czy staba i silna réwnowaznosé symulacyjna jest rozstrzygalna?
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8 Bisymulacja, logika i gry

8.1 Hierarchia aproksymantéw

Definicja 64 Definiujemy relacje ~, , dla s przebiegajgcego liczby porzadkowe, na-
stepujgco:

e P~y @ zawsze

o P ~y11 Q jesli dla kazdego t € Act™,
(i) PP = 3Q tie Q-5Q i P ~,Q
(i) Q-5 Q = 3P tze P-5P i P ~, Q.

o jesli k jest graniczng liczbg porzgdkowg, to

Nﬁzm ~) .

A<k

Uwaga 65 Kazda relacjg ~y jest rownowaznoscig. ~1 to doktadnie réwnosé
sladow.

Fakt 66 A <k — ~) D ~y .

Fakt 67 ~ =(). ~ .

K

Pierwszy fakt wynika natychmiast z monotonicznosci operatora definiujacego bisy-
mulacje, natomiast drugi jest instancja twierdzenia Knastera-Tarskiego o punkcie
stalym w kracie zupetnej?.

Fakt 68 ~ 2~ Q....DlaiEw, ~i D~y -
Dowdd: Definiujemy procesy P;, Q;, dla 7 € w, jak nastepuje:
Pg =5.0 QO =c.0
Piy1 = a.(P+ Q) Qit1 = a.P; + a.Q;

Teraz tatwo jest pokazaé¢ indukcyjnie wzgledem i, ze

P o~ Qi ~i P+Q;
Pt Qi wip1 P4 Qp w1 B

3Zaktadamy tutaj, ze mamy zbidér wszystkich procesow.
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Cwiczenie 95 Dokoricz dowdd powyzszego faktu.
Fakt 69 ~uy 2 ~No+1 -

Dowo6d: Zdefiniujemy procesy R, R takie, ze R ~, R’ ale R =, 1 R'.

Ry = Zie{o,l,Zw}Pi
R = Qo+ Zie{l,z,...}Pi
Ri=Qo+Q+ Z i

i€{2,3,...}

Rw = ZiEin

R = Ziew a.R;

R =R+ a.R,
Teraz wystarczy pokazaé kolejno:
e R, ~; Rjale R, wj11 R;,dlai € w
e R~, R
e R, », Rj,dlai € w

o R Fu+1 RI.

Cwiczenie 96 Dokoricz dowdd powyzszego faktu.

Uwaga 70 Hierarchie relacyi ~, oparlismy na ,dtugich krokach” N , dla t €
Act*. Zauwazmy, zZe rozsqdng alternatywaq jest oparcie jej na ,krotkich krokach”, tj.
na tranzycjach —— , dla o € Act*.

Cwiczenie 97 Pojecie silnej bisymulacji pozostawato takie samo niezaleznie od tego, czy formuto-
walismy je przy uzyciu ,dtugich” czy tez ,krotkich krokow”. Czy alternatywna definicja

hierarchii ~, jest réownowazna definicji 64 ?

Cwiczenie 98 Wiszystkie powyzsze fakty pozostajg prawdziwe dla alternatywnej definicji ~, . Udo-
wodnij fakty 68 1 69.
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W ogolnosci, ~, nie jest rowne ~ dla zadnej liczby porzadkowej x. Natomiast
przy pewnym rozsadnym zalozeniu mamy ~, = ~41,azatem ~, = ~ .

Definicja 71 Proces P ma wtasno$é skoniczonego obrazu, jesli dla kazdego o € Act,

2bior jego a-potomkéw {P' : P - P'} jest skoriczony.

Fakt 72 Jesli procesy P i Q oraz ich wszyscy potomkowie majg wtasnosé skoriczo-
nego obrazu, to P ~, Q — P ~, 1 Q.

Dowéd: Wiemy, ze P ~, Q, czyli P ~; @ dla wszystkich ¢ € w.

Zalozmy, ze P — P'. Zatem, dla kazdego i, mamy Q — Q; i P’ ~; Q;. Po-
niewaz na mocy zalozenia proces ) posiada tylko skonczenie wiele a-potomkéw, co
najmniej jeden z nich, powiedzmy @', jest rowny @Q; dla nieskonczenie wielu i. Teraz
latwo pokazac, ze P’ ~,, Q'.

Podobnie pokazujemy, ze gdy Q@ — Q’, to dla pewnego P’ mamy P —= P’ i
P' ~, Q. Czyli dowiedlismy P’ ~, 1 Q. O

Innymi stowy: jesli w jezyku pelnym £ ograniczymy sie do skornczonych sum, to

~N= Ny

Uwaga 73 fLatwo wyobrazi¢ sobie hierarchie ,stabych” relacji =, , aproksymujg-
cych stabg rownowazno$é = . Niestety, dla =, fakt 72 nie zachodzi.

Cwiczenie 99 Przypomnij sobie wszystkie (réwnowazne) definicje stabej bisymulacji. Na ile ,roz-
sgdnych” sposobéw potrafisz zdefiniowaé =, ¢ Czy definicje te sq réwnowazne?

8.2 Logika modalna (Hennessy-Milner logic) a rownowazno$é bisy-
mulacyjna

Definicja 74 (Logika HML"™ ) Sktadnia formut logiki HML"™ :

F == (a)F a € Act
-F
/\ F; koniunkcja.
1€l

Formuta (a)F dotyczy procesu (stanu) i méwi, ze ma on a-potomka, w ktorym
prawdziwa jest formuta F'. Oto precyzyjna semantyka:
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Definicja 75

PE (a)F jesli dla pewnego P', P 2> P' i P'EF
PE-F jesli nie zachodzi PE F
PEN\F jesli dla kazdego i, P F F;.

el

Uzyteczne sa nastepujace skroty:

true & /\E false & —true
i€
Fi AN Fy & /\ F; \/Fl ot —l/\—lFi
ic{1,2} i€l i€l
(g ...op)F & (ag)... (ap)F [y ... op]F £ ~{ay...ap)~F

Twierdzenie 76 P ~ Q) witw, gdy (VF € HML™ . PFF <— QFF).

Jest to najwazniejsze twierdzenie w tym rozdziale. Méwi ono, ze HML™ jest logika
charakterystyczna dla silnej rownowaznosci. Istnieje wiele innych logik o tej wtasno-
sci, gdyz twierdzenie to jest prawdziwe dla kazdej logiki bogatszej niz HML™ | ktéra
nie potrafi odr6zni¢ systeméw silnie rownowaznych. Zaleta HML™ jest jej prostota.
Twierdzenie 76 jest bezposrednim wnioskiem z twierdzenia 78, ktore sformultujemy
ponizej.

Definicja 77 Gtebokosé formuty modalnej definiujemy nastepujaco:
depth({t)F) = depth(F)+1, t¢€ Act”
depth(—F) = depth(F)

depth(/\ F;) = kres gorny zbioru {depth(F;) :i € I}
el

W szczegolnosci, depth(true) = depth(false) = 0. Niech HML oznacza fragment
logiki HML™ zawierajgcy formuty o gtebokoSci nie wickszej niz k:

HMLY = {F e HML™ : depth(F) < x}.

Twierdzenie 78 Dla dowolnej liczby porzqdkowej k, P ~, Q witw, gdy (VF €
HML. .PEF < QFF).
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Dowéd: Dowdd przez indukcje pozaskoriczong po k. Zaldézmy teze dla wszystkich
A< K.

»,=": zalozmy, ze P ~, Q1 P E F, depth(F) < k. Rozpatrzymy tylko przypadek
F = (t)F'; pozostale przypadki oczywiste. Niech A := depth(F"); oczywiscie A < k.
Poniewaz P F F, wiemy, ze P L5 P dla pewnego P’, takiego, ze P' £ F'. Poniewaz
A < k,napewno P ~y,1 Q. Zatem Q N Q' dla pewnego @', takiego, ze P’ ~, @Q’.
Z zalozenia indukcyjnego, Q' F F', a wiec Q F (t)F' = F.

»&" zatézmy, ze P ~, Q. Skonstruujemy formule F' € HML_ odrézniajaca P
i@, tzn. taka, ze PFE F a zarazem Q ¥ F'.

a) Zalozmy najpierw, ze  jest nastepnikiem jakiejs liczby porzadkowej, kK = A+1.
Zatem bez utraty ogolnosci wiemy, ze istnieja P’ oraz t € Act* takie, ze P p
oraz dla kazdego @', jesli Q N Q', to P =y Q'.* Niech {Q; : i € I} oznacza zbior
wszystkich t-potomkéw procesu (). Z zatozenia indukcyjnego dla kazdego ¢ istnieje
formuta F; € HMLY taka, ze P’ F F; a zarazem Q; ¥ F;. Niech F := (t) A\;ic;; Fi;
depth(F) < A+ 1 = k. Oczywiscie P E F, natomiast Q ¥ F.

b) Teraz zatozmy, ze k jest liczba graniczna. Zatem P =, @ dla pewnej A < k. Z
zatozenia indukcyjnego P F F a zarazem () ¥ F, dla pewnej formuty F € HMLY C
HML; . (zauwazmy, ze dla odroznienia P i ) wystarczaja juz formuly nalezace do
Use, HMLS € HML; ). .

Cwiczenie 100 Czy twierdzenie 78 pozostaje prawdziwe dla alternatywnej definicji ~, zapropo-

nowanej w uwadze 707 Jesli nie, to jok trzeba zmodyfikowaé definicje 777

Cwiczenie 101 Uwazny Czytelnik zauwazyt zapewne, e w punkcie b) w dowodzie twierdzenia 78,

budujgc formute rozréziniajgeq dwa procesy nie korzystamy wogdle z negacji! Czy
negacja jest wiec zbedna czy tez moze w rzeczywistosci korzystamy z niej w sposcb
ukryty?

Dowéd twierdzenia 76: Bezposredni wniosek z twierdzenia 78 i faktu 67. O

Cwiczenie 102 Znajdz najptytszq formute F; odrézniajacq procesy Py i Q;, dla i € w, tzn. takg,

ze Py E F; i zarazem Q; ¥ F;.

Cwiczenie 103 Wyobrazmy sobie, ze faktycznie rezygnujemy z negacji (por. éwiczenie 101). Cazym

nalezy zastqpic relacje ~ w twierdzeniu 76 oraz relacje ~, w twierdzeniu 78 aby
twierdzenia te byty znéw prawdziwe?

Albo istnieje Q' oraz t takie, ze Q — Q' oraz dla kazdego P', jesli P — P’, to P’ =y Q'.
Przypadek ten pomijamy a jego dowod jest idealnie symetryczny.
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Uwaga 79 Twierdzenia 76 i 78 stosujqg sie do dowolnego systemu tranzycyjnego,
gdyz ~ i relacja spetniania formut sq zdefiniowane tylko przy pomocy relacyi tran-
zycyi .

Cwiczenie 104 Zaproponuj modyfikacje HML® logiki HML™ opartg na stabych tranzycjach =t

Whniosek 80 Natychmiastowy wniosek ptyngcy z wwagi 79: obydwa twierdzenia 76
i 78 zachodzq réwniez dla stabej réwnowaznosci i (odpowiednio zdefiniowanej) stabej
logiki HML®  oraz dla odpowiednio dobranych stabych aproksymantéw =, (por.
¢wiczenie 99).

Logika modalna HML"™ jest infinitarna, zatem niezbyt uzyteczna w praktyce. W
niektorych przypadkach wystarczy ograniczy¢ sie do fragmentu finitarnego HMLg, C
HML"™ , w ktérym zamiast ogélnej koniunkcji mamy formute true oraz koniunkcje
binarna Fi A F.

Twierdzenie 81 Jesli procesy P i QQ oraz ich wszyscy potomkowie majg wtasnosé
skoniczonego obrazu, to P ~ Q wtw, gdy (VF € HMLﬁNn .PEF < QFF).

Dowo6d: Wystarczy pokazaé tylko jedna implikacje ,,<=”. Zaldzmy, ze P ~ @, a wiec
na mocy faktu 72, P ~ ) dla pewnego k € w. 7 wlasnosci skoiiczonego obrazu
wynika, ze formuta F' rozrézniajaca P i @, ktorg skonstruowaliSmy w punkcie b) w
dowodzie twierdzenia 78, nalezy do HMLg, . O

8.3 Gry a ré6wnowazno$¢ bisymulacyjna

Uscislimy teraz nieprecyzyjne dotychczas pojecie gry bisymulacyjnej pomiedzy Ko-
walskim a Nowakiem. Przypomnijmy: celem Kowalskiego jest wykazanie, iz dwa
procesy sa rOwnowazne a celem jego oponenta jest dowiedzenie, iz sie réznia.

Zalozmy, ze dany jest system tranzycyjny, sktadajacy sie ze zbioru proceséw
(stanow) P oraz z relacji tranzycji — , dla kazdego o € Act. Konfiguracjami gry
beda elementy zbioru V = Vy U Vi, gdzie

VN =PxP

Vik =P x P x Act x {l,r}.
W konfiguracji nalezacej do zbioru Vi kolej na ruch Nowaka; w konfiguracji ze zbioru
Vi rusza sie Kowalski. W konfiguracji (P, Q) € Vy, Nowak moze wykonaé¢ ruch

prowadzacy do konfiguracji (P',Q,a,1) € Vi pod warunkiem, ze P — . Syme-
trycznie, Nowak moze wykona¢ ruch z konfiguracji (P, Q) do (P,Q’',a,r) € Vi o ile
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Q % Q'. Jak wida¢, konfiguracje z Vi zawieraja informacje o ostatnim ruchu No-
waka, potrzebna Kowalskiemu do wykonania poprawnej odpowiedzi. Kowalski moze
wykona¢ ruch z (P',Q,a,1) € Vi do (P,Q') € Vi, o ile Q %+ @Q'. Symetrycznie,
moze on wykonaé ruch z (P, Q’, o, r) do (P', Q') € Vi, oile P - P'. Otrzymujemy
w ten sposob relacje przejscia R C V x V', a dokltadniej R C Vy x Vg U Vg x Vi,
opisujaca wszystkie dozwolone ruchy graczy.

Gra rozpoczyna sie w wybranej konfiguracji poczatkowej vg = (Po, Qo) € V.
Rozgrywkq w grze nazywamy dowolny skoriczony lub nieskoriczony ciag konfiguracji
r = vyviv2 ... taki, ze

(i) (vi,vit1) € R,

(ii) jesli ciag r jest skoriczony, r = vgvivy. ..V, to nie istnieje v’ € V takie, ze
(vm,v") € R (rozgrywka konczy sie tylko wtedy, gdy jeden z graczy nie ma
zadnego ruchu).

Jedli rozgrywka r jest skoriczona, r = vgviv2... v, to przegrywa ten gracz, ktory
powinien wykonaé¢ ruch z v,,. W przeciwnym przypadku, tzn. gdy rozgrywka jest
nieskoriczona, wygrywa Kowalski.

Niech V*Vi C V7T oznacza zbiér niepustych skoniczonych ciaggéw konfiguracji
takich, ze ostatnia konfiguracja nalezy do V. Strategia Kowalskiego to dowolna
funkcja czesciowa s : V*Vi — Vi taka, ze jesli s(rv) =o', to (v,v") € R (ruch wy-
brany przez strategie jest zawsze dozwolony). Mowimy, ze Kowalski stosuje strategie
s w rozgrywce r = vguy ... jesli dla kazdego v;, jesli v; € Vi to albo w; jest ostat-
nig konfiguracja w r, albo strategia jest okreslona dla vg...v; i s(vg...v;) = V1.
Podobnie definiujemy strategie Nowaka.

Mowimy, ze strategia s Kowalskiego (Nowaka) jest wygrywajgca jesli Kowalski
(Nowak) wygrywa kazda rozgrywke, w ktorej stosuje strategie s.

Twierdzenie 82
(i) Py ~ Qo wtw, gdy Kowalski ma strategie wygrywajgcg.
(i) Py » Qo wtw, gdy Nowak ma strategie wygrywajgcy.
Cwiczenie 105 Dowdd twierdzenia pozostawiamy jako ¢wiczenie Czytelnikowi.

Bezposredni wniosek z twierdzenia 82: gra bisymulacyjna jest zawsze zdetermino-
wana, tzn. dokladnie jeden z graczy ma strategie wygrywajaca.

Cwiczenie 106 Czy twierdzenie 82 pozostanie prawdziwe, gdy zmienimy definicje rozgrywki usu-
wajge punkt (i1). Umdwmy sie, ze ,niedokoriczona” rozgrywka oznacza poddanie sie
gracza, ktorego konfiguracja jest na konicu rozgrywki, o zatem wygrang przeciwnika.
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Cwiczenie 107 Zaproponuj gre dla ~, .

Cwiczenie 108 Zaproponuj gre dla réwnowaznosci symulacyjnej oraz dla przeporzadku symulacyj-
nego.

8.4 Logika modalna HML™ a gry

Cwiczenie 109 Zaproponuj gre pomiedzy dwoma graczami, takg, ze jeden z nich ma strategic wy-
grywagjgcg doktadnie wiedy ¢ tylko wtedy, gdy P E F', dla danych P i F.
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